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PRZEDMOWA

Celem przedstawianego zbioru przyktadow i zadan jest zaoferowanie studen-
tom materialow pomocniczych, dodatkowych do kursu wyktadow z probabilisty-
ki i statystyki matematycznej. Ksiazka przeznaczona jest dla studentow uczelni
technicznych, zwlaszcza studentow wydziatow mechanicznych.

Jestesmy dzisiaj §wiadkami oraz uczestnikami procesu cyfrowej transforma-
cji otaczajacej nas rzeczywistosci. Informacja o otaczajacym $wiecie jest coraz
tatwiej dostepna w formie cyfrowej, a coraz wigksza dostgpnos¢ danych stwarza
mozliwosci zastapienia tradycyjnie stosowanych modeli deterministycznych do
opisu i analizy otaczajacej nas rzeczywisto$ci modelami probabilistycznymi. Mo-
dele probabilistyczne staja si¢ czgscia praktycznej codzienno$ci w wielu zawo-
dach, w tym codzienno$ci inzynierskie;j.

Wiedza z zakresu probabilistyki umozliwia inzynierowi opis analizowangj
rzeczywistosci, uwzgledniajacy wplyw czynnikéw losowych na wynik analizy.
W rezultacie zastosowania w obliczeniach inzynierskich modeli probabilistycz-
nych, m.in. wytrzymatos$ci i trwatosci elementéw projektowanego urzadzenia,
mozna zmniejszy¢ rozmiar niepewnos$ci dotyczacej rezultatow tych obliczen.

W ramach swoich dziatan kazdy inzynier styka si¢ rowniez z potrzeba prze-
prowadzenia eksperymentu. Powinien wigc dysponowac¢ wiedza konieczng do
zorganizowania, przeprowadzenia eksperymentu, a szczegdlnie do wihasciwego
zinterpretowania uzyskanych wynikow.

Wiedza wynikajaca z takich potrzeb jest przekazywana studentom uczelni
technicznych w ramach kursu probabilistyki i statystyki matematycznej. Oprocz
wyktadow studenci maja do dyspozycji bogate pis$miennictwo z tego dziatu ma-
tematyki. Brakuje jednak podrecznikow lub skryptow, ktore utatwiatyby stoso-
wanie zasad tej nauki w praktyce, czyli pozycji o charakterze zbioru przyktadow
i zadan, zwlaszcza w praktyce inzyniera mechanika. T¢ luk¢ wedlug zamierzen
autorow wypetnia niniejszy skrypt. Dzigki temu skrypt moze by¢ wykorzysty-
wany nie tylko jako material pomocniczy do wyktadow z zakresu probabilistyki
1 statystyki matematycznej, lecz takze jako dodatkowa pozycja pomocnicza do in-



nych wyktadow w zakresie: analizy ryzyka, niezawodno$ci, miernictwa, technik
eksperymentu, podstaw konstrukcji maszyn itd. Wyktady te, a przede wszystkim
wyktady z podstaw probabilistyki i statystyki matematycznej, sa prowadzone na
wydziatach mechanicznych uczelni technicznych na réznych poziomach studiow.
Zatem przedstawiany zbior przykladéw i zadan moze by¢ pozyteczna lektura dla
shuchaczy pierwszego i drugiego stopnia studiow.

Skrypt sktada si¢ z 6 rozdziatow. Dwa z nich dotycza zmiennych losowych,
ciaglych i skokowych (dyskretnych). Sa w nich przedstawione w przyktadach
i zadaniach rozktady prawdopodobienstwa, najczgsciej wykorzystywane przez in-
zyniera mechanika mi¢dzy innymi do opisu rozrzutdw losowych wtasciwosci wy-
trzymato$ciowych materialow konstrukcyjnych (np. granicy wytrzymatosci R,
granicy plastycznosci R,, granicy zmegczenia Z) 1 trwalosci elementow (trwatosci
zmegczeniowej, trwatosci tozysk tocznych i in.). Jeden z rozdziatdéw, rozdziat 4,
jest pos§wigcony zdarzeniom losowym, takze w zastosowaniach inzynierskich
(w tym w modelowaniu i analizach niezawodnosci 1 ryzyka w systemach tech-
nicznych). W rozdziale 5 sa przedstawione zastosowania podstaw statystyki mate-
matycznej do analizowania i wlasciwego interpretowania danych statystycznych
oraz wynikow badan eksperymentalnych.

W kazdym z rozdziatéw zastosowano ten sam uktad tresci, zawierajacy:

— przypomnienie z kursu probabilistyki podstawowych zasad i wzorow,
— przyktady zadan, gtownie z zakresu inzynierii mechanicznej, z rozwigzaniami

(80 przyktadow),

— tresci zadan bez rozwiazan, do samodzielnego rozwiazania przez studenta

(110 zadan).

W ostatnim, krotkim rozdziale dotyczacym procesow stochastycznych, po-
kazany jest wptyw losowos$ci gtownie na przebiegi w czasie pewnych, waznych
w inZynierii mechanicznej, zjawisk. Ma on jedynie charakter informacyjny i nie
zawiera zadan obliczeniowych.

W koncowej czesci skryptu sa zamieszczone trzy zalaczniki. Podane s3 w nich
tabele danych liczbowych potrzebnych przy rozwiazywaniu zadan.

Autorzy

Sierpien 2021 .



Rozdzial 1
WSTEP

Przypadek rzqdzi potowq naszych dziatan,
a my kierujemy resztq.

N. Machiavelli (1469-1527)

Inzynier nie jest w stanie w pelni rozpoznac¢ tej rzeczywistosci, ktora si¢ zaj-
muje w swojej dziatalnosci zawodowej, w tym w modelach obliczeniowych. Do-
tyczy to w szczeg6lnosci sposobu eksploatacji obiektu mechanicznego, obciazen,
a wigc takze naprgzen, oraz wlasciwosci materialow, w tym naprezen krytycznych
w rozwazanym fragmencie obiektu. Obliczeniom inzynierskim, a takze catemu
procesowi projektowania towarzyszy wigc zawsze niepewnos¢ co do stopnia
zgodnosci wynikow obliczen z rzeczywistoscia (na ogot — przyszta), a wigc i co
do trafho$ci decyzji podejmowanych na ich podstawie.

Gloéwna posrednia przyczyna tej niepewnosci jest niedoskonatosé intelek-
tualna czlowieka. Na wiasciwos$ci analizowanej przez cztowieka rzeczywisto-
$ci oraz na zjawiska i procesy w niej przebiegajace ma wptyw zwykle bardzo
duza liczba czynnikoéw, niemozliwa do uwzglednienia w pelni w rozumowaniu
cztowieka. W mys$lowym odwzorowywaniu analizowanej rzeczywistosci, czyli
w jej modelowaniu, cztowiek uwzglednia tylko czgs¢ z tych czynnikow. Sa to te
czynniki, ktére cztowiek jest w stanie dostrzec dzigki posiadanej wiedzy. Mimo
zwigkszania si¢ mozliwosci poznawania rzeczywistosci i ciaglego wzrostu wie-
dzy cztowieka, jest i pozostanie ona niepetna, gdyz istnieja granice mozliwosci
poznawczych czlowieka, a zwtaszcza intelektualnych. Mozna wrecz twierdzié, ze
proporcje okreslone w mysli filozofa Niccolo Machiavellego, zawartej w cytacie
przytoczonym powyzej, sa wspotcze$nie podobne.

Te cechy analizowanej rzeczywisto$ci, ktore cztowiek jest w stanie dostrzec,
potrafi w swoim rozumowaniu uwzgledni¢. Na wynik tego rozumowania ma
jednak wptyw takze druga grupa czynnikow, ktorych cztowiek nie jest w stanie
dostrzec. Konsekwencja tego jest bardzo duzy wptyw przypadku, losu na zycie
i rezultaty dziatan cztowieka. Wiele zdarzen w jego zyciu pojawia si¢ w chwilach
trudnych do przewidzenia, dotyczy to takze ich skutkow. Z punktu widzenia czto-
wieka maja wigc one charakter losowy.

Jednym ze sposobow zmniejszania niepewnosci w rozumowaniu czlowieka,
a zwlaszcza inzyniera w prowadzonych przez niego obliczeniach i ilo§ciowych



analizach cech, stanow i zjawisk, jest ich opis probabilistyczny. Jest to opis, ktory
W sposob jawny uwzglednia wplyw przypadku na te cechy, stany i zjawiska. Tak
na przyklad kazda z cech materii ozywionej i nieozywionej ma, wedlug oceny
cztowieka — istoty niedoskonatej, mniejsze lub wigksze rozrzuty losowe. W celu
ich ilustracji zbadajmy jedna z wielu cech cztowieka, jaka jest jego wzrost. Wia-
domo, Ze réznice tej cechy wsrod mezczyzn 1 wsrod kobiet sa duze.

Przykeap 1.1

W celu okreslenia rozrzutu losowego wzrostu studentdw przeprowadzono
na jednym z wydziatéw Politechniki Warszawskiej badania ankietowe. Kazdy
z N =107 studentéw (mezczyzn) tego samego rocznika podat informacje o swo-
im wzroscie. Wyniki pogrupowano w przedzialy o szeroko$ci AH =5 cm i na tej
podstawie sporzadzony zostat wykres czestosci wystepowania wzrostu H w po-
szczegolnych przedziatach (rys. 1.1).

Liczba b; A

A
studentow 4 Czestosé w;
w przedziatach | 70,30
10,20
21 50T 0,196
10 T 70,10
-
160 170 180 190 200 H [cm]
Przedziaty \ / \
wartoSci H: 1,2, ...,1, ... i=6

Rys. 1.1. Histogram wzrostu studentow
Czestos¢ ta moze by¢ wyrazona przez bezwzgledna liczbe studentow, ktorych
wzrost znalazt si¢ w przedziale i. Zwykle jednak przez pojgcie to rozumie si¢ cze-
sto$¢ wzgledna w, okreslang za pomoca wyrazenia

I (1.1)

gdzie b; to w analizowanym przykladzie liczba tych studentow sposrod N, kto-
rych wzrost zostal zakwalifikowany do przedziatu i. Liczba studentow o wzroscie
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nalezacym na przyktad do przedziatu o numerze i = 6, czyli wzroscie zawartym
migdzy 180 1 185 cm, wynosila b, = 21. Zatem czgsto$¢ wystgpowania wzrostu
w tym przedziale wynosi w; = b = 2L =0,196.

N 107

Wykres czgstosci dowolnej wielkos$ci majacej rozrzuty losowe swoich warto-
$ci jest nazywany w statystyce matematycznej histogramem. Inne wazne poj¢cia
charakterystyczne dla statystyki matematycznej i ich zastosowanie w analizach
inzynierskich sg przedstawione w rozdziale 5.

Czgsto$¢ w; mozna traktowac jako statystyczny odpowiednik pojgcia praw-
dopodobienstwa, w rozwazanym przyktadzie — prawdopodobienstwa tego, ze
losowo wybrany z listy student ma wzrost zawarty w przedziale i. Prawdopodo-
bienstwo jest to wielko$¢ matematyczna bedaca miarg mozliwosci wystapienia
okreslonego zdarzenia losowego. Zdarzenie losowe to zdarzenie, ktorego wy-
niku (skutku) czlowiek nie jest w stanie jednoznacznie przewidzie¢. Przyktadem
zdarzenia losowego moze by¢ znalezienie si¢ wzrostu wybranego z listy studenta
w okreslonym przedziale, np. w przedziale 180 < H < 185 [cm]. Wielko$¢ mate-
matyczna nazywana prawdopodobienstwem przybiera wartosci z przedziatu [0,1].
Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1, a zdarzenia niemozliwego
— 0. Zdarzeniom losowym i matematycznej analizie mozliwos$ci ich wystepowa-
nia poswigcony jest rozdziat 4.

Wielkosci, ktore w swoich obliczeniach stosuje inzynier, w szczego6lnos$ci in-
zynier-mechanik, i majacych wzglednie duze rozrzuty losowe, jest wiele. Sa to
na przyktad: wysokos¢ chropowatosci powierzchni elementu, wymiary elemen-
tu, granica plastyczno$ci materiatu konstrukcyjnego, granica zmegczenia mate-
rialu konstrukcyjnego, trwalo$¢ urzadzenia, czas uptywajacy do zmeczeniowe-
go uszkodzenia elementu. Kazda z takich wielkosci moze wigc by¢ traktowana
w analizach jako tak zwana zmienna losowa. Przyjmijmy, Ze zmienna losowa jest
to wielkos$¢, ktora przybiera wartosci z okreslonego przedzialu w sposob przypad-
kowy, czyli warto$ci niemozliwe do jednoznacznego przewidzenia przez czto-
wieka. Wymienione wielko$ci, jak rowniez analizowany w przyktadzie wzrost
studenta, mozna zaliczy¢ do zmiennych losowych ciaglych, czyli takich, ktore
moga przybiera¢ dowolne wartosci z okreslonego przedzialu. Do opisu rozkla-
du prawdopodobienstwa na te wartosci zmiennej losowej ciaglej jest stosowana
przede wszystkim funkcja f(x) nazywana zwykle gesto$cia prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej xV (rys. 1.2). Postaé tej funkcji moze wynikaé¢ na przy-
ktad z odpowiedniej aproksymacji empirycznego rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennej, czyli histogramu.

Druga grupe stanowia zmienne losowe skokowe (dyskretne). Sa to zmien-
ne, ktore przyjmuja tylko okreslone wartosci z przeliczalnego lub skonczonego

D Symbole zmiennych losowych i zdarzen losowych sa w niniejszym opracowaniu wyrézniane po-
grubiong czcionka.
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zbioru. Za takie zmienne mozna traktowaé na przyktad: liczbe studentoéw uzysku-
jacych na egzaminie oceng rowna 5, liczbg wypadkow, liczbe uszkodzen, liczbe
wadliwych elementow w pojemniku. Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej lo-
sowej skokowej jest opisywany przy uzyciu funkcji p(x,) przypisujacej wartos¢
prawdopodobienstwa kazdej z warto$ci x; zmiennej x (rys. 1.3).

S

JSx)

X

Rys. 1.2. Przyktad gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej ciaglej x

pik

X| Xy X3 X4 Xs X; Xn—1 Xy X

Rys. 1.3. Przyktad rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej dyskretnej x

Zmiennym losowym ciaglym i dyskretnym poswigcone sa rozdzialy 2 1 3.

Zdarza sig, ze zmienna losowa jest zalezna od pewnego nielosowego parametru
(lub kilku parametrow). Przyktadem moze by¢ wysokos¢ chropowatosci szlifowanej
powierzchni elementu, mierzona wzdtuz jego dlugosci. Wynik pomiaru jest przed-
stawiony w sposob pogladowy na rysunku 1.4. W wyniku pomiaréw dokonanych
na innych egzemplarzach tego samego elementu mozna uzyska¢ zbior losowych
przebiegow wysokosci chropowatosci, podobnych, lecz si¢ niepokrywajacych. Taki
zbior wszystkich mozliwych losowych przebiegéw okreslonej wielkosci jest nazy-
wany procesem stochastycznym. Nielosowym parametrem ¢ w wigkszosci przy-
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padkoéw praktycznych jest czas. Przykladem moze by¢ proces x(¢)=o(¢) zmian
w czasie naprezen gigtnych w okre§lonym przekroju osi pojazdu.

x(l) A

realizacje procesu stochastycznego x(/)

/

Rys. 1.4. Wysokos¢ chropowato$ci powierzchni elementu, mierzona wzdtuz jego dtugoscei /

Rodzaje procesow stochastycznych i ich wazniejsze cechy przedstawione sa
w duzym skrocie w rozdziale 6.

Uwaga: Wigkszos$¢ obliczen inzynierskich jest wspotczesnie dokonywana przy uzyciu odpowied-
nich programéw komputerowych. Latwos¢ wyznaczenia wartosci ztozonych formut definiujacych
funkcje zmiennej losowej zmienito sposdb prowadzenia obliczen probabilistycznych. Mozliwos¢
obliczenia wprost, na przyktad dystrybuanty lub ggstosci prawdopodobienstwa, zastapito korzysta-
nie z tablic warto$ci funkcji, zmieniajac jednoczes$nie sposob rozwiazania. W niniejszym skrypcie
rozwiagzywanie prezentowanych przyktadow jest ze wzgledéw dydaktycznych dokonywane przede
wszystkim za pomoca metod tradycyjnych, tzn. przy wykorzystaniu tablic i kalkulatora. W odnie-
sieniu do czg¢Sci przyktadow sa podane wskazowki, w celu ilustracji, w jaki sposob mozna do ich
rozwiazania skorzysta¢ z programu MS Excel — jednego z najbardziej rozpowszechnionych progra-
méw rowniez wirod studentéw uczelni technicznych. Autorzy zachgcaja Czytelnika, aby najpierw
przesledzit rozwiazanie kazdego przyktadu, wykonane w sposob tradycyjny, a nastgpnie sprawdzit
obliczenia, wykorzystujac program komputerowy. Natomiast decyzje o wyborze metody rozwiaza-
nia kazdego z zadan (czyli przyktadow nierozwiazanych) autorzy zostawiaja Czytelnikowi.
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Rozdzial 2
ZMIENNE LOSOWE CIAGLE I ICH FUNKCJE

2.1.PODSTAWOWE CECHY ZMIENNEJ LOSOWEJ CIAGLEJ

W wielu dziedzinach zycia cztowieka §wiadomo$¢ rozproszenia losowego wiel-
kosci opisujacych cechy materii i wiedza o tym rozproszeniu sa na tyle wazne, ze
probuje sig je okreslac i uwzglednia¢ w analizach tych cech. W takich przypadkach
droga badan empirycznych okresla si¢ histogram cechy i na tej podstawie ustala
si¢ prawidtowosci przebiegu histogramu, przypisujac mu opis w postaci funkcji
matematycznej. Moze si¢ to odbywac na przyktad przy uzyciu testow zgodnosci,
opisywanych w piSmiennictwie z zakresu statystyki matematycznej [2—-5]. Na uzy-
tek zagadnien inzynierskich wystarczajaca jest zwykle doktadnos¢ jakosciowe;j
aproksymacji rozktadu empirycznego (czyli histogramu) rozktadem teoretycznym
(hipotetycznym). Polega ona na jako$ciowym dopasowaniu ksztaltu jednego ze
znanych rozktadow teoretycznych do uzyskanego wezesniej histogramu. Waznym
elementem utatwiajacym wybor rozktadu teoretycznego jest dodatkowa wiedza na
temat badanej populacji. Koncepcja jakosciowej aproksymacji histogramu (wzro-
stu studentéw) odpowiednia krzywa ciagla jest pokazana na rysunku 1.2.

Funkcja matematyczna opisujaca krzywa, przedstawiona na rysunku 1.2 i cha-
rakterystyczng dla zmiennej losowej ciaglej, jest nazywana gesto$cia prawdo-
podobienstwa tej zmiennej. W odniesieniu do zmiennych losowych ciaglych x,
z ktorymi zwykle ma do czynienia inzynier, mozna ja zdefiniowaé przy uzyciu
wyrazenia

. Px<x<x+Ax}

/)= lim N , @.1)
gdzie P{x<x<x+Ax} jest symbolem prawdopodobienstwa znalezienia si¢
warto$ci zmiennej losowej x w przedziale (x, x + Ax].

Przedziat wartosci, ktore moze przybiera¢ zmienna losowa ciagta x, oraz funk-
cja f(x) gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej catkowicie okreslaja jej roz-
klad prawdopodobienstwa. Do okreslenia rozktadu prawdopodobienstwa takiej
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zmiennej zamiast gestosci prawdopodobienstwa stosuje si¢ tez, cho¢ w praktyce
inzynierskiej rzadziej, funkcj¢ Q(x) nazywana dystrybuantg zmiennej losowej
ciaglej. Jest ona definiowana zwykle przez wyrazenie

O(x)=P{x<x}, (2.2)

gdzie x < x to zdarzenie losowe polegajace na przyjgciu przez zmienng losowa x
warto$ci nie wigkszej niz x. Ze wzoru tego wynika zwiazek migedzy dystrybuanta
a gestoscia prawdopodobienstwa okreslony wzorem

0(x) = [ f(u)du. (2.3)

Zwiazek ten w odniesieniu do zmiennej losowej ciaglej jest zilustrowany na ry-
sunku 2.1. Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca i przyjmujaca wartosci z prze-
dzialu zamknigtego [0, 1]. Jesli gestos$¢ f(x) jest funkcja ciagta w punkcie x, to
zachodzi zwiazek

Af(x)=£¥%§§2. (2.4)

0

Rys. 2.1. Ilustracja zwiazku migdzy dystrybuanta a gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej ciaglej

Kazda funkcja f(x) rzeczywista, nieujemna i spetniajaca relacje
[feode=1, (2.5)
jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej x.

Prawdopodobienstwo F(x) = P{x > x} tego, ze zmienna przyjmie warto$¢
wigksza od x, wynosi

P{x>x}=1—P{x£x}=1—Q(x), (2.6)
gdyz
O(x)+ F(x)=1. 2.7)
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Wynika to z faktu, ze zdarzenie przyjecia przez zmienna losowa jakiejkolwiek
wartosci z przedziatu jej wystepowania jest zdarzeniem pewnym.

Z wyrazen (2.2) i (2.3) wynika, ze prawdopodobienstwo przybrania przez
zmienna losowa ciagla w rezultacie pojedynczego doswiadczenia warto$ci z prze-
dziatu (x,, x,] wynosi

P{x <x<x,}=005,)=0(x) = [ f(x)dx, 2.8)
co zilustrowano na rysunku 2.2. 1

A

S

Pixi<x <xp) = Q0n) - 0(x)

/

Rys. 2.2. Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa ciagla wartosci z okreslonego prze-
dziatu

\

X; X

Wartos¢ x, ktora przybiera zmienna losowa x w rezultacie pojedynczego do-
$wiadczenia, jest niekiedy nazywana realizacja zmiennej losowej.

W zagadnieniach z dziedziny techniki czgsto mamy do czynienia z rozktadami
uci¢tymi. Rozklad uciety obustronnie w punktach ucigcia a 1 b (rys. 2.3) jest opi-
sywany przez gestos¢ prawdopodobienstwa o postaci

1
S dla a<x<bh,
e =1 0B -0 ) a=x (2.9)

0 dla x<aix>b,

gdzie f(x) 1 O(x) to odpowiednio — gestos¢ prawdopodobienstwa i dystrybuanta
zmiennej x przed ucigciem.

Funkcja (2.9) opisuje na przyktad rozktad prawdopodobienstwa wymiaru ele-
mentu, ktory jest ograniczony przez dolna i gérna odchytke, a kontrola wymiaru
jest stuprocentowa. Rozktad cechy moze by¢ ucigty jednostronnie, np. od dotu.
Cechami, ktore moga by¢ opisywane rozktadem ucigtym od dotu, sa na przyktad
wlasciwosci fizyczne materiatdéw konstrukcyjnych (granica plastycznosci R, gra-
nica wytrzymatosci R,,, granica zmgczenia Z i in.), cechy obiektow biologicznych
(np. wzrost cztowieka H) itd.
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Rys. 2.3. Przyktady gestosci g(x) rozktadow ucigtych: a) obustronnie, b) jednostronnie, od dotu

Zbior wartosci, ktore moze przybiera¢ zmienna losowa, i jej rozktad praw-
dopodobienstwa w petni okreslaja zmienna losowa. W praktyce czesto operuje
si¢ jedynie jej szczeg6lnymi warto§ciami, ktore charakteryzuja ja w przyblize-
niu. Duza grupe takich charakterystyk liczbowych stanowia tak zwane momenty
zmiennej losowej. Najwazniejszymi z nich sa: moment zwyktly rzedu pierwszego,
nazywany wartoscig oczekiwang i oznaczany symbolem Ex, oraz moment cen-
tralny rzedu drugiego, nazywany wariancjg i oznaczany symbolem Vx (w nie-
ktorych pozycjach literatury stosowanym symbolem wariancji jest D%x). Oba te
momenty sg wzglednie tatwo okreslane w praktyce w wyniku analizy zbioru za-
obserwowanych realizacji zmiennej losowej (patrz rozdziat 5).

Wartos¢ oczekiwana jest zwigzana z gestosciag prawdopodobienstwa zmiennej
losowej, co wyraza ogdlny wzor

Ex= jx F(x)dx. (2.10)

Ten parametr okresla potozenie srodka grupowania realizacji zmiennej losowe;.
Im wigksza jego wartos$¢, tym bardziej przesunigty jest rozktad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej (,,masy prawdopodobienstwa’) w kierunku zwigkszajacych
si¢ warto$ci x. Jest to przedstawione w sposob pogladowy na rysunku 2.4, przy
czym uzyto na nim czgsto stosowanego symbolu wartosci oczekiwanej Ex = m. Sta-
tystycznym odpowiednikiem tego parametru jest warto$¢ srednia (patrz rozdzial 5).

Drugi z wymienionych momentow, tzn. wariancja, jest definiowany jako war-
to$¢ oczekiwana kwadratu odchylenia zmiennej losowej x od jej wartosci oczeki-
wanej m. Przedstawia to wyrazenie

Vx=EB(x—m)’ = [ (x=m)’ f(c)dx. (2.11)
Wariancja Vx charakteryzuje stopien rozproszenia warto$ci zmiennej losowej wo-
kot jej wartosci oczekiwanej. Czgsciej jednak jako bezposrednia miarg takiego
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rozproszenia traktuje si¢ odchylenie standardowe o zmiennej losowej definio-
wane przez wzor

o=+Vx. 2.12)

Odchylenie standardowe ma ten sam wymiar co warto$¢ zmiennej losowe;.
Wpltyw odchylenia standardowego na ksztatt wykresu ggstosci prawdopodobien-
stwa zmiennej jest zobrazowany na rysunku 2.5. Warto zauwazy¢, Ze na takiej ilu-
stracji pole powierzchni pod kazda z krzywych jest jednakowe i rowne 1. Wynika
to z wyrazenia (2.5).

Sx)

.
fx) O

m'"=m'

Rys. 2.5. Wptyw odchylenia standardowego na rozktad zmiennej losowe;j

Wzgledne rozproszenie zmiennej losowej w stosunku do jej warto$ci oczeki-
wanej jest okre$lane przez wspolczynnik zmiennosci £ definiowany przy uzy-
ciu wzoru

p=2. (2.13)

m

Jest to wielko$¢ bezwymiarowa. Na przyktad wartos¢ tego wspotczynnika w od-
niesieniu do granicy plastycznosci R, traktowanej jako zmienna losowa, wigk-
szosci stali konstrukcyjnych wynosi £ =0,05-0,08 (w zaleznosci od rodzaju
stali i od huty).

18



W odniesieniu zwlaszcza do zmiennej losowej ciaglej uzywa si¢ czesto pojecia
kwantyli. Kwantylem rzedu o, czyli odpowiadajacym prawdopodobienstwu a,
nazywa sig takg wartos¢ x = x,,, dla ktorej dystrybuanta wynosi «a, tj.

Ox,)=a. (2.14)

Kwantyl rzedu « =0,5 nazywa si¢ mediang zmiennej losowej. Jest to zatem taka
wielko$¢ x5, dla ktorej spetniona jest rownos¢

O(xy5)=F(x5)=0,5, (2.15)

co wynika z wyrazenia (2.7).

Inna szczegdlna cecha zmiennej losowej jest moda (nazywana tez czasami do-
minanta). W przypadku zmiennej losowej ciaglej jest to jej wartos¢ x, dla ktorej
gestos¢ prawdopodobienstwa osiaga maksimum.

Na pogladowym rysunku 2.6 jest przedstawione w odniesieniu do dowolnego
rozktadu zmiennej wzajemne potozenie mody, mediany i wartosci oczekiwane;.

Ak 0()=0.5

~ m X
X Xo,5

Rys. 2.6. Wzajemne polozenie mody, mediany i warto$ci oczekiwanej

W nastgpnych podrozdziatach sa zaprezentowane w przyktadach i zadaniach
niektore rodzaje rozktadéw zmiennych losowych ciaglych, najczesciej stosowa-
ne w praktyce inzynierskiej. Sa to rozktady: normalny, logarytmiczno-normalny,
Weibulla i wyktadniczy. W literaturze dotyczacej rachunku prawdopodobienstwa
1 statystyki matematycznej jest omawianych wiele innych rozktadow, ktore znaj-
duja zastosowanie w odwzorowywaniu rozrzutéw losowych cech réznych obiek-
tow materialnych i niematerialnych. Sa to na przyktad rozktady: rownomierny,
beta, gamma, chi-kwadrat, ¢ Studenta, F Snedecora (ostatnie dwa sa szczegdlnie
przydatne przy opracowywaniu wynikéw badan eksperymentalnych i przy ich in-
terpretowaniu).

W wielu zamieszczonych przyktadach wyniki rozwigzan sa prezentowane
w formie graficznej, np. w postaci wykresu gestosci prawdopodobienstwa. Do
sporzadzania takich wykreséw inzynier ma do dyspozycji r6zne komputerowe
narzegdzia graficzne, jednak w przedstawianych przyktadach sa one wykonywane
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W sposéb przyblizony i bez uzycia tych narzedzi. Ten sposob graficznego przed-
stawiania rozwiazan przyktadow moze utatwi¢ w praktyce inzynierskiej wtasciwe
interpretowanie wykresow uzyskiwanych przy uzyciu narzedzi komputerowych.
Oproécz takiego dydaktycznego powodu jest rowniez merytoryczny powod spo-
rzadzania wykresoOw w prezentowanych przyktadach bez uzycia tych narzedzi.
Warto bowiem zauwazy¢, ze wszystkie obliczenia prowadzone przez inzynie-
ra majq charakter szacunkowy, gdyz gtéwne zrédta niedoktadnosci uzyskiwanych
wynikow tkwia nie w postaciach matematycznych modeli (np. obciazen elementu
samolotu), lecz we wprowadzanych danych, stabo znanych. Dotyczy to zwtaszcza
obliczen inzynierskich opartych na modelach probabilistycznych, w ktorych argu-
menty rozktadow zmiennych losowych sa zwykle znane z doktadnoscia nie wigksza
niz kilkanascie, a nawet kilkadziesiat procent. Z tych samych powodow dazenie
przez inzyniera do obliczen, na przyktad naprezen w przekroju elementu, z duza
doktadnoscia jest bledem logicznym. Podobnym bledem bytoby dbanie przez in-
zyniera o precyzyjne sporzadzanie wykresu gestosci zmiennej losowej, ktora od-
wzorowuje jaka$ ceche projektowanego urzadzenia, w sytuacji, gdy na przyktad
doktadno$¢ oszacowania wartosci oczekiwanej tej zmiennej wynosi 20%.

2.2. ROZKEAD NORMALNY

Rozkladem normalnym albo rozktadem Gaussa jest nazywany rozktad zmiennej
losowe;j ciagtej x okreslony przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa o postaci
1 - (Jc—n;)2
e 2, (2.16)
o~2n

f(x)=

przy czym: —o < x <o, am1i o to warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe
zmiennej x. Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 2.7.

Sx) / \
30 30

—t b

Ex=m X

Rys. 2.7. Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej o rozktadzie normalnym
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Z przebiegu tego wykresu wynika, ze wigkszos¢ obserwacji (realizacji zmien-
nej) skupia si¢ wokot wartosci oczekiwanej (Sredniej), natomiast mate jest praw-
dopodobienstwo tego, iz zmienna losowa przyjmie warto$¢ znacznie r6zniaca si¢
od wartosci oczekiwane;j.

Rozklad normalny ma szczeg6lne wlasciwosci:

— jest symetryczny wzgledem wartos$ci oczekiwanej,
— warto$¢ oczekiwana, mediana i moda sa sobie rowne, czyli

m=xys=Xx, (2.17)

— prawdopodobienstwo, iz zmienna losowa przybierze wartos¢ lezaca w prze-
dziale (m—30,m+30), wynosi w przyblizeniu 0,997, a w praktyce przyj-
muje si¢ nierzadko jako rowne 1.

Rozklad normalny ma duze znaczenie praktyczne, nie tylko w obszarze
inzynierii. W rezultacie obserwacji roznych cech i zjawisk w przyrodzie oraz
w technice okazato sig, ze wiele wielkosci je opisujacych ma rozktad zblizo-
ny do normalnego. Taki wynik obserwacji jest zbiezny z rezultatem rozwazan
naukowych, mianowicie z centralnym twierdzeniem granicznym, zgodnie
z ktorym suma niezaleznych zmiennych losowych ma rozktad asymptotycznie
normalny (patrz podrozdz. 2.6). Oznacza to, ze wielko$¢ o wartosciach przypad-
kowych i bedaca rezultatem sumowania si¢ wptywu wielu réznych czynnikoéw
przypadkowych, z ktérych zaden nie jest dominujacy, ma rozktad zblizony do
normalnego.

Jesli zmienna losowa x ma rozktad normalny o dowolnych parametrachm i o,
to zmienna losowa

X—m

(2.18)
(o2

tez ma rozktad normalny, lecz o szczegdlnych wartosciach parametrow, miano-
wicie m =01 o =1. Zmienna losowa y jest nazywana standaryzowang zmienng
losowa, a jej rozklad — standaryzowanym rozkladem normalnym (rys. 2.8).
Uzywana jest rowniez nazwa — standardowy rozklad normalny. Ggstos¢ prawdo-
podobienstwa takiej zmiennej jest okreslana przez wzor

2

1 .
p(y)=——c 2, (2.19)
21
a zgodnie ze wzorem (2.3) dystrybuanta zmiennej y wynosi
e
D(y)=——=|e 2du. (2.20)
\N2n _'[

00
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Zwiazek migdzy zmiennymi x i y wyrazaja wzory (2.18) oraz

f(x)= l(ﬂ(y), (2.21)
O
O(x)=D(y), (2.22)

przy czym o jest odchyleniem standardowym zmiennej x. Z powodu symetrii
rozktadu y stuszne jest wyrazenie

O(-y)=1-0(y). (2.23)
()

3.2 1 0 1 2 3 v
Rys. 2.8. Standaryzowany rozktad normalny

Dystrybuanta rozktadu normalnego nie jest catka elementarna, zatem jej ob-
liczanie jest zmudne. Z tego powodu w praktyce obliczen inzynierskich korzysta
si¢ z tablic wartosci dystrybuanty ®(y), a takze wartosci ggstosci ¢(y), zmien-
nej losowej standaryzowanej y, a nastgpnie, korzystajac z wyrazen (2.18), (2.21)
1(2.22), okresla sig potrzebne cechy rozktadu zmiennej x. Wspomniane tablice sg
dostepne w wielu publikacjach w formie papierowej, a takze w formie elektro-
nicznej i w réznego rodzaju programach statystycznych. Warto zwroci¢ uwagg,
ze niektore ze zrodet zamiast dystrybuanty @ standaryzowanego rozktadu nor-
malnego, okreslonej przez wzor (2.20), podaja w formie tablic wartosci £ funkcji
Laplacea, przy czym

F(y)=®(y)-0,5.

PRZYKLADY

PrzykraDp 2.1

Granica wytrzymato$ci doraznej R,, pewnej stali stopowej sprezynowej
ma rozktad w przyblizeniu normalny o parametrach: warto$¢ oczekiwana
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ER,, = 1680 MPa, wariancja VR,, = (135 MPa)”. Po wyznaczeniu kilku wartosci
funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, narysowac przyblizo-
ny przebieg wykresu tej funkcji.

Rozwiqzanie

Zmienna R, moze przyjmowac tylko wartosci nieujemne, zatem jej rozktad
jest ucigty od dotu przez wartos¢ R,, = 0, a ggsto$¢ opisuje wyrazenie (2.9). Jed-
nak ucigcie to nie ma praktycznie wptywu na rozktad prawdopodobienstwa, gdyz
wystgpujace w tym wyrazeniu dystrybuanty wynosza: Q(a) = Q(R,, = 0) = 0
1 O(b) = O(R,, = o) = 1. Dlatego przyjmiemy, ze ggstos¢ prawdopodobienstwa
zmiennej losowej R, opisuje wzor (2.16). Zgodnie z nim

(R,-ER,)

VR (2.24)

1
AN

Wartosci tej funkcji potrzebne do narysowania jej wykresu wyznaczymy dla kilku
charakterystycznych wartosci R, zmiennej R,,. Jedng z nich jest wartos¢ oczekiwa-
na zmiennej, czyli R, = ER,,. Po podstawieniu jej do wyrazenia (2.24) otrzymujemy

(ER,-ER, )
1 T 2VR 1 1 4
(R,) =—=—=7=¢ "= = =29,6-10"* 1/MPa.
4 VR, 21 VR, \2r 135{2n
Zauwa.Zmy, ze jest to mal.csymalna wartos¢ ’fu.nkcji gestosci. 1815 MPa
Obliczmy teraz funkcjg f(R,,) dla wartoéci R, =ER,, £,/VR,, = 1545 MPa’
a

Dla obu tych warto$ci otrzymujemy jednakowa wartos¢ gestosci prawdopodo-
bienstwa (wynika to z symetryczno$ci przebiegu tej funkcji wzgledem wartosci
oczekiwanej)
(ER, +\[VR, -ER,,)* 1
FRY=—et e PR ¢ 2=18,0-10% 1/MPa.
VR, \2n 1354/2n

Wyznaczajac w podobny sposob funkcje f(R,,) dla innych wybranych wartos-

ci R, otrzymujemy:

1882 MPa
1478 MPa
1950 MPa
1410 MPa

dla R, =ER, +1,5/VR, :{ f(R,)=9,7-10"" 1/MPa,

dla R,=ER,+2/VR, :{ f(R,)=4,0-10" 1/MPa.

Uzyskane w ten sposob wspotrzedne kilku punktow umozliwiaja sporzadzenie
wykresu przyblizonego przebiegu gestosci prawdopodobienistwa f(R,,) zmiennej
losowej R,,. Jest on przedstawiony na rysunku 2.9.
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Rys. 2.9. Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej R,

Uwaga: Wykorzystujac program MS Excel, obliczamy wartosci funkcji ggstosci przy uzyciu komendy

ROZKLAD.NORMALNY, ktora jest dostgpna w zaktadce Formuty = Wigcej funkcji = Statystycz-

ne. W celu wykonania obliczenia okreslamy:

e warto§¢ x =R, zmiennej losowej R,,, dla ktorej chcemy dokona¢ obliczenia,

e Srednia = warto$¢ oczekiwang oraz odchylenie standardowe tej zmienne;j,

e parametr logiczny, ktory okresla, czy wynikiem ma by¢ ggstos¢ prawdopodobienstwa, czy dys-
trybuanta.

Poniewaz obliczana jest warto$¢ ggstosci prawdopodobienstwa, parametr logiczny defi-
niujemy jako ,,Falsz”. Po obliczeniu warto$¢ funkcji ggstosci w kilkunastu punktach przedziatu

ER, £nVR, (w praktyce wartoci n sa przyjmowane z przedzialu n < 3) mozemy narysowac
wykres funkcji, takze w programie MS Excel.

Przykrap 2.2

Granica wytrzymato$ci doraznej R,, pewnej stali stopowej sprezynowej
ma rozklad w przyblizeniu normalny o parametrach: warto§¢ oczekiwana
ER,, = 1680 MPa, wariancja VR,, = (135 MPa)>. Nalezy wyznaczy¢ prawdopo-
dobienstwo tego, ze materiat pojedynczego plaskownika wykonanego z tej stali,
losowo wybranego z pojemnika identycznych ptaskownikow, ma granice wytrzy-
malos$ci rowna co najmniej R,, = 1400 MPa.

Rozwiqzanie

Rozwazana zmienna losowa R,, ma rozklad normalny ucigty przez warto§¢
R, =0, jednak zgodnie z uzasadnieniem podanym w rozwiazaniu przykfadu 2.1
wplyw tego ucigcia na rozktad zmiennej pomijamy. Zatem jej gestos¢ prawdopo-
dobienstwa ma posta¢ zilustrowana na rysunku 2.9. Celem analizowanego przy-
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ktadu jest wyznaczenie prawdopodobienstwa P{R,, > 1400}, zilustrowanego na
rysunku 2.10 w postaci odpowiedniego pola powierzchni pod krzywa gestosci.

fA[10#/MPa]
307

207

10

1400 EE];{m

Rys. 2.10. Ilustracja prawdopodobienstwa P{R,, > 1400}

Poniewaz zmienna losowa R,, jest ciagta, wigc P{R,, > 1400} = P{R,, > 1400}.
Zatem, zgodnie ze wzorem (2.6) poszukiwane prawdopodobienstwo mozna wyra-
zi¢ w postaci

P{R,, >1400} =1- P{R,, <1400} =1-0(1400), (2.25)

gdzie Q(1400) jest dystrybuanta zmiennej R,,, okreslana dla jej wartosci R,, = 1400.
Dystrybuantg t¢ mozna wyznaczy¢ przy uzyciu wyrazenia (2.3), przybierajacego
w tym przypadku postaé

1400

0(1400)= [ f(R,)dR,,
0

gdzie

_R,mm)’
e 20

1

o\2n

am=ER, =1680 MPa, o =,/VR,, =135MPa. Jak juz wczesniej wspomniano,
byloby to nielatwe matematycznie i zmudne. Dlatego do wyznaczenia dystrybu-
anty 0(1400) lepiej uzy¢ gotowych tablic wartosci dystrybuanty standaryzowa-
nego rozktadu normalnego zmiennej losowej y, ktorej zwiazek ze zmienna R,
zgodnie z wyrazeniem (2.18) ma postac

f(R,)=

R, —m

y:
O
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Ze wzoru (2.22) wynika, ze poszukiwana dystrybuanta Q(1400) moze by¢ wy-
znaczona przy uzyciu wyrazenia

1400—1680) _ o (=2,07).
135

Z tablicy warto$ci dystrybuanty @(y) standaryzowanego rozktadu normalnego
zamieszczonej na przyktad w pozycji [3] i w Zalaczniku 1 mozna bezposrednio
odczyta¢ warto$¢ ®(2,07) = 0,98. Przy uzyciu wyrazenia (2.23) wyznaczamy

®(-2,07)=1-®(2,07)=0,02.

Q(l400):(1>[

Zatem zgodnie z wyrazeniem (2.25) otrzymujemy
P{R,, >1400} =1-0(1400)=1-0,02 = 0,98,
co bylo celem przyktadu.

PrzykeaDp 2.3

W serii jednakowych przektadni zgbatych przewidziano zastosowanie watkow
wykonanych z pewnej stali niestopowej ulepszonej cieplnie. Granica zmgczenia
Z ze wzgledu na zginanie obustronne tego materialu, traktowana jako zmienna lo-
sowa, ma rozrzuty losowe opisane w przyblizeniu przez rozkltad normalny o wspot-
czynniku zmienno$ci £ =0,06. Okreslona dla tej stali deterministyczna warto$¢
granicy zmegczenia Z = 250 MPa jest warto$cia oczekiwang zmiennej Z, oszaco-
wang w rezultacie badan zmgczeniowych probek materiatu. Zatem EZ = 250 MPa.

W jakim stopniu w obliczeniach wytrzymatosciowych wspomnianych watkow
nalezy zmniejszy¢ obliczeniowa granic¢ zmgczenia stosowanej stali w stosunku
do wartosci EZ =250 MPa, by pojedynczy egzemplarz watka montowany w prze-
ktadni miat granice zmgczenia wigksza od tej zmniejszonej jej wartosci z prawdo-
podobienstwem r = 0,957

Rozwiqzanie

Przyjmijmy, Ze miara poszukiwanego stopnia obnizenia granicy zmegczenia
watka jest wspotczynnik c,, stosowany w praktyce obliczen zmgczeniowych,
okreslony przez wyrazenie

Z
c, ==, 2.26
r=qz (2.26)
gdzie Z, jest granica zmgczenia, ktora powinna by¢ stosowana w tych oblicze-
niach, by wspomniane prawdopodobienstwo wynosito » = 0,95. Nazwijmy wiel-
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kos¢ ¢, wspotczynnikiem niezawodno$ci granicy zmgczenia materiatu. Wielko-
Sci Zy, 1 EZ sa pokazane na rysunku 2.11. Wielko$¢ Z, ma mniejsza wartos¢
niz EZ, gdyz r jest wigksze od P{Z > EZ}, ktére wynosi 0,50. Do obliczenia
wspotczynnika ¢, przy uzyciu wzoru (2.26) konieczne jest wczesniejsze wyzna-
czenie nieznanej wielkosci Z ;.

f

P{Z > Zobl} =r

P{Z < Zobl}

R Z[MPa]

Zow EZ=250

Rys. 2.11. Warto$¢ oczekiwana i obliczeniowa granicy zmgczenia

Warto$¢ oczekiwana EZ i wspotczynnik zmiennosci S catkowicie okreslajq
rozktad normalny zmiennej losowej Z. Polozenie granicy zmegczenia Z;; w sto-
sunku do warto$ci oczekiwanej EZ ustalimy, korzystajac z warunku

P{Z>Zy}=r, (2.27)

wynikajacego z wymagania sformulowanego w tresci przykladu. Zgodnie ze
wzorem (2.6) lewa strong warunku (2.27) mozna wyrazi¢ w postaci

P{Z>Zy}=1-P{Z<Z,}=1-0(Z,,). (2.28)

gdzie O(Z,,) jest dystrybuanta zmiennej Z, okreslang dla wartosci Z ;. Warunko-
wi (2.27) mozna zatem nada¢ postac

O(Zyy)=1-r. (2.29)

Tak jak w przyktadzie 2.2, do obliczen wykorzystamy tablice dystrybuanty ®(y)
standaryzowanego rozktadu normalnego. W tym celu wprowadzamy nowa zmienna
losowa, mianowicie

_Z-EZ

Y 5
o
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gdzie: EZ = 250 MPa, a odchylenie standardowe zmiennej Z wynosi
o=-EZ=0,06-250=15 MPa. Warto$¢ zmiennej y odpowiadajaca wartosci
Z, Wynosi
Z gy —250
15

Ze wzoru (2.22) wynika, ze Q(Z,)) = ®(,,)- Zatem warunek (2.29) przed-
stawmy w postaci

@ () =0,05. (2.31)

We wspomnianych tablicach podawane sg wartosci funkcji @(y) tylko dla y >0
(ze wzgledu na symetrig rozktadu normalnego), a y,,,; ma warto$¢ ujemna (rys. 2.11).
Aby moc odczytaé z tych tablic warto$¢ y,;, korzystamy wigc z relacji (2.23) i prze-
ksztatcamy warunek (2.31) do postaci

1-®(—y,y ) =0,05.
Stad
@ (g ) =0,95.

Yobl = (2.30)

Z tablicy zamieszczonej w Zataczniku 1 odczytujemy warto$¢ argumentu (<),
dla ktorej zwiazek ten jest spetniony. Wynosi ona (—,)) = 1,645. Po podstawieniu
do tego zwiazku wyrazenia (2.30) otrzymujemy

_le 645
15 ’

1 w rezultacie
Zy, =250-15-1,645 =225 MPa.

Wyznaczona warto$¢ Z, jest przesunigta w stosunku do wartosci oczekiwanej
EZ = 250 MPa o 1,645 odchylenia standardowego o zmiennej losowej Z. Po
podstawieniu wartos$ci Z,; do wzoru (2.26) otrzymujemy

Zae 254
EZ 250
W ten sposob zostal osiagnigty cel przyktadu. Jesli wigc w obliczeniach wytrzy-
malosciowych walka, wykonanego ze wspomniane;j stali, inzynier zastosuje nie war-
to$¢ EZ = 250 MPa (okreslana jako charakterystyczna dla materiatu), lecz warto$¢
Zy, = c,-EZ =225 MPa, to moze ufa¢, ze losowo wybrany watek ma granicg zmegcze-
nia Z wynoszaca wigeej niz 225 MPa, z prawdopodobienstwem » = 0,95.

Uwaga: Wykorzystujac program MS Excel, warto$¢ Z, obliczamy bezposrednio z réwnania (2.29) przy
uzyciu komendy ROZKLAD.NORMALNY.ODW), ktora jest dostgpna w zaktadce Formuty = Wigcej
funkcji = Statystyczne. Wymagane jest podanie: wartosci prawdopodobienstwa (w naszym przykla-
dzie 0,05), wartosci oczekiwanej i odchylenia standardowego zmiennej losowej Z.
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PrzykrAD 2.4

Na $rednicg wewnetrzna d = 50 mm pierScienia wewngtrznego tozyska tocz-
nego narzucone sg odchytki wymiarowe: dolna EIV = —15 pm i gérna ESV = 0.
Zapewnienie wymiaru o takich cechach odbywa si¢ na obrabiarce sterowanej nu-
merycznie, przez odpowiednie ustawienie parametréw jej pracy.

W rezultacie kontroli wymiaréw dokonywanej na duzej liczebnie probce sta-
tystycznej pierscieni stwierdzono, ze rozrzut przypadkowy uzyskiwanego wymia-
ru d mozna opisa¢ rozktadem normalnym o parametrach: wartos¢ oczekiwana
m = 49,992 mm, odchylenie standardowe o =0,004 mm.

Nalezy okresli¢ wadliwo$¢ pierScieni wytwarzanych przy tak ustawionych pa-
rametrach obrabiarki.

Rozwiqzanie

Wadliwos$¢ w partii pierScieni wyznaczymy jako odsetek produkowanych
pierscieni, ktorych wymiar d nie mie$ci si¢ w wymaganym polu tolerancji okre-
slonym przez odchytki od wymiaru nominalnego podane w tre$ci przyktadu
(rys. 2.12).

A

P{d > 50}
P{d <50,}

m=49.992 d [mm]
EI=0,015

50,, = 49,985 50” = dyom = 50,000

Rys. 2.12. Rozktad prawdopodobienstwa srednicy wewngtrznej d pier§cienia tozyska tocznego oraz
jej pole tolerancji

) Symbole E7 oraz ES sa typowymi w inzynierii mechanicznej oznaczeniami odchytek (litera £ nie
oznacza w tym przypadku warto$ci oczekiwanej).
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Wadliwie wykonane pierscienie to te, ktorych §rednica wewngtrzna przekracza
wymiar 50 lub jest mniejsza niz 50, Wadliwo$¢ w moze by¢ wyznaczona jako
suma prawdopodobienstw takich zdarzen (patrz rozdz. 4), czyli

w=P{d <50, }+P{g > 505},
lub przy uzyciu wyrazenia
w=1-P{50,, <d <50"°}. (2.32)

Ilustracja prawdopodobienstwa P{50,, <d < 5055} jest zaciemnione pole pod krzy-
wa gestosci prawdopodobienstwa zmiennej d (rys. 2.12). Do wyznaczenia wadliwo-
$ci w uzyjemy wyrazenia (2.32). Prawdopodobienstwo P{50,, <d < 5055} obliczy-
my jako roznicg odpowiednich wartosci dystrybuanty O(d) zmiennej d. Zatem

P{50,, <d <50} = 0(50"°) = O(50,,) = O(50) — O(49,985). (2.33)

Do obliczen obu wartosci dystrybuanty O(d) wykorzystamy tablice dystry-
buanty ®(y) standaryzowanego rozktadu normalnego. Opierajac si¢ na wzorach
(2.22) 1 (2.18), zapisujemy, ze
50,000 — 49,992
50)=d| — . =d(2,00).
Q( ) [ 0,004 ) ( )

Ze wspomnianych tablic odczytujemy, ze ®(2,00) = 0,977. Zatem Q(50) = 0,977.
Podobnie przeksztalcamy druga dystrybuante wystepujaca w wyrazeniu (2.33),
mianowicie 0(49,985). Otrzymujemy

49,985-49,992 _ CI)(—1,75).
0,004

Aby moc skorzysta¢ z tablic, przy uzyciu wyrazenia (2.23) dystrybuantg ®(—1,75)
sprowadzamy do postaci

Q(49,985):<I)[

D (-1,75)=1-D(1,75).
Stad
Q(49,985) =1-0,960 = 0,040.

Wyznaczone warto$ci dystrybuanty podstawiamy do relacji (2.33) i w rezulta-
cie otrzymujemy

P{50,, <d <50"5}=0,977-0,040 = 0,937. (2.34)

Mozliwe jest juz zatem wyznaczenie poszukiwanej wadliwosci w w procesie pro-
dukcji wewnetrznych pier$cieni fozysk. W tym celu podstawiamy otrzymana war-
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to$¢ prawdopodobiefistwa P{50,, <d < 50"} do wyrazenia (2.32) i w efekcie
uzyskujemy warto$¢ wadliwosci

w—10,937=0,063.

PrzykeAD 2.5

Analizowane w przykladzie 2.4 pierScienie wewngtrzne tozysk tocznych sg pro-
dukowane masowo. Zakladajac, ze podlegaja one stuprocentowej kontroli $redni-
cy df’o,m 5 otworu, nalezy okresli¢ odsetek tych pierscieni, ktorych $rednica d jest za-
warta w gornym zakresie tolerancji, mianowicie w przedziale 49,996 < d < 50,000 mm.
Potrzebne informacje i dane zaczerpna¢ z przyktadu 2.4.

Rozwiqzanie

Poszukiwany odsetek pier§cieni o $rednicy mieszczacej si¢ w podanym prze-
dziale wartosci jest rowny prawdopodobienstwu p tego, ze srednica pojedynczego
egzemplarza pierScienia, losowo wybranego sposrod pierscieni zakwalifikowa-
nych jako wykonanych poprawnie, miesci si¢ w tym przedziale. Przyjmijmy, ze
po stuprocentowej kontroli srednica d jest zmienna losowa o rozkladzie normal-
nym ucigtym na kraficach pola tolerancji, czyli w punktach: d = 50,1 d = 50",
gdzie EI oraz ES to odchylki dolna i gorna od wymiaru nominalnego d = 50 mm
(rys. 2.13).

/)
g

p=P{49,996 < d < 50,000}

50,, 49,996 50

m=49.992

Rys. 2.13. Ggstos¢ prawdopodobienstwa $rednicy wewngtrznej d pier§cienia tozyska tocznego
przed kontrola (f) i po niej (g)
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Korzystajac z wyrazenia (2.8), poszukiwane prawdopodobienstwo p =
= P{49,996 < d < 50,000} mozna przedstawi¢ w postaci

50,000

p= j 2(d)dd, (2.35)

49,996

gdzie g(d) jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej d o rozktadzie
normalnym ucigtym obustronnie na krancach pola tolerancji $rednicy d. Zgodnie
z relacja (2.9), gestosc

1
d) dla 49,996 <d < 50,000
g(d)= Q(S0,000)—Q(49,985)f() 2 49,9960=d=30,000, (2.36)

0 dla pozostatych wartosci d,
przy czym Q(50,000) i O(49,985) to wartosci dystrybuanty zmiennej losowej d
o rozktadzie normalnym nieucigtym (ucigcie w zerze praktycznie nie ma znacze-
nia) o gestosci f(d), okreslone na wspomnianych krancach pola tolerancji.

Po podstawieniu relacji (2.36) do wyrazenia (2.35) otrzymujemy
50,000
: 50,000)-Q(49,996

1 | f(dyda - 000 0(39,5%)

Q(S0,000)—Q(49,985) Q(S0,000)—Q(49,985)

49,996

p= (2.37)

gdzie 0(49,996) dystrybuanta tego samego rozktadu nieucigtego. Wartosci dystry-
buanty 0(50,000) = 0,977 1 O(49,985) = 0,040 sa wyznaczone w przyktadzie 2.4.
Dystrybuantg 0(49,996) znajdujemy w podobny sposéb. Wynosi ona

49,996 — 49,992
0,004
Po podstawieniu danych do wyrazenia (2.37) uzyskujemy
_0,977-0,841 ~0.15
0,977 -0,040

Q(49,996)=CD( j:CD(l,OO):O,841.

Zatem odsetek tych pierscieni, ktorych $rednica d jest zawarta w przedziale
warto$ci 49,996 < d < 50,000 mm, wynosi p = 0,15 = 15%.

PrzykEAD 2.6

Pewien wysokosciomierz poddany zostal badaniom doktadnosci jego wskazan.
Okazalo sig, ze przyrzad nie robi bledow systematycznych, a losowe bledy 4 [m]
wskazan wysokosci majq rozktad normalny. Stwierdzono réwniez, ze 90% wskazan
przyrzadu nie wykazuje wigkszych btedéw niz £10 m.

Nalezy wyznaczy¢ odchylenie standardowe btedu wskazan przyrzadu.
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Rozwiqzanie

Z podanych informacji wynika, ze

P{|n <10} =0,90 (2.38)
i ten warunek wykorzystamy do wyznaczenia odchylenia standardowego zmien-
nej losowe;j h.

W tym celu przy uzyciu wyrazen (2.8) oraz (2.22) i (2.18) przeksztatcamy
lewa strong tego warunku do postaci

P{ln <10} = P{~10<h <10} =®£10‘E”j_¢,(‘10—Eh}
o o)

Zauwazmy, ze Eh = 0, poniewaz przyrzad nie wykazuje bledow systematycznych.
Zatem

P{lnl <10} = cp[&j—cp(_—m].

o O

Opierajac si¢ na relacji (2.23), dokonujemy przeksztalcenia

o[2)of2)

W rezultacie warunek (2.38) przybiera postac

2®(Ej -1=0,90.
c

Stad

1
CD(—szo,%. (2.39)
o
Ta posta¢ warunku postuzy nam do wyznaczenia poszukiwanej wartos$ci odchy-
lenia standardowego o. Z tablicy dystrybuanty ®(y) standaryzowanego rozkta-

du normalnego (Zatacznik 1) odczytujemy warto$¢ argumentu (mj, dla ktorej
zwiazek ten jest spetniony. Wynosi ona o

1
10 =1,65.
o
Poszukiwane odchylenie standardowe btedu wskazan wysoko$ciomierza wy-
nosi wiec

o=6m.

o
z tablic standardowego rozktadu normalnego, obliczy¢ ja, korzystajac z funkcji ROZKELAD.NOR-
MALNY.S.ODW.

. . 10
Uwaga: Korzystajac z programu MS Excel, mozemy zamiast odczytywac warto§¢ argumentu (—J
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2.3. ROZKELAD LOGARYTMICZNO-NORMALNY

W réznych zagadnieniach z obszaru techniki, ekonomii, niezawodnosci i in-
nych wazne znaczenie ma rozktad logarytmiczno-normalny (jest tez uzywana na-
zwa logarytmo-normalny). Zmienna losowa x o wartosciach dodatnich ma taki
rozktad, jesli jej logarytm ma rozktad normalny. W praktyce jest to zazwyczaj lo-
garytm naturalny, jednak ogolnie podstawa logarytmu moze by¢ dowolna. W ni-
niejszym opracowaniu przyj¢to, ze podstawa tego logarytmu wynosi 10. Wielkos¢

z =log x (2.40)

jako funkcja zmiennej losowej jest takze zmienna losowa (podrozdz. 2.6). Jesli
zatem zmienna Z ma rozktad normalny, to zmienna x ma rozktad logarytmicz-
no-normalny, a jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest opisana przez funkcjg

(log x—m)*
1 0
f)=—28c 2 | (2.41)

oxXN2T

przy czym: x>0,ami o to warto§¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmien-

nej losowej z = log x. Posta¢ wykresu tej funkcji zalezy gtéwnie od wartos$ci para-

metru o (rys. 2.14). Niektore z wtasciwosci rozktadu logarytmiczno-normalnego

s nastepujace:

— jest niesymetryczny wzgledem warto$ci oczekiwanej, przy czym asymetria
jest tym wigksza, im wigksze jest odchylenie standardowe o,

— moda, mediana i warto$¢ oczekiwana spetniaja relacje

X <xy5 <Ex, (2.42)
— moda i mediana wynosza (patrz przyktad 2.7)

F=10"0 M0 (2.43)

Xo5 =10", (2.44)

— warto$¢ oczekiwana (patrz przyktad 2.8)
Ex =10"05 010, (2.45)
Funkcja logx jest funkcja rosnaca, prawdziwe jest wigc wyrazenie
P{x<x}=P{logx<logx}. (2.46)

Zwiazek ten oznacza réwnos$¢ dystrybuant Q(x) i (z) zmiennych x oraz z =log x,
czyli

O(x)=F(z). (2.47)
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Przy wyznaczaniu dystrybuanty Q(x) zmiennej x o rozktadzie logarytmiczno-nor-
malnym mozna wigc wykorzystywac wlasciwosci rozktadu normalnego zmiennej
losowej z po jej standaryzacji do postaci

_logx—m

, (2.48)
o

gdzie m i o to odpowiednie parametry zmiennej z. Zatem na podstawie relacji
(2.22) 1 (2.47) otrzymujemy

O(x) = CD(logx m] (2.49)
o

To stwierdzenie ulatwia w praktyce obliczenia dystrybuanty O(x) zmiennej lo-
sowej o rozktadzie logarytmiczno-normalnym, gdyz umozliwia korzystanie z ta-
blic wartos$ci dystrybuanty ®(y) standaryzowanej zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym.

f
0,15
::" Ologe = 0,15
0,10 Faa Y
7 N - g = 0,20
0,05 LH] %y
i N Groge = 0,30
Ilt::. ’ e, WS
0 A= , B ST oy SR
10 20 30 x
m = Elogx = 1

Rys. 2.14. Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej x o rozktadzie logarytmiczno-normal-
nym i parametrze m =Elogx =1 oraz réznych warto$ciach parametru oy, =0

PRZYKLADY

Przykeap 2.7
Na podstawie danych statystycznych o czasie T trwania akcji ratowniczej pro-

wadzonej przez straz pozarna, zebranych z trzech lat dla jednego z duzych miast
polskich, stwierdzono, ze wielkos$¢ ta ma rozktad logarytmiczno-normalny, a pa-
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rametry zmiennej log T wynosza: m=Elog T =-0,20, o =0,25, przy czym T

byto okreslane w godzinach. Nalezy:

1) wyznaczy¢ modg i mediang tej zmiennej,

2) sporzadzi¢ przyblizony przebieg wykresu gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej 7.

Rozwiqzanie

Ad 1) Gegstos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej 7 wynosi
_ (logT—m)*

loge "2 1/, (2.50)

=

Moda tej zmiennej jest to jej wartos¢ T, dla ktorej gestosé prawdopodobien-
stwa f(T) osiaga maksimum. T¢ szczegolna warto$¢ znajdziemy, przyrownujac
pochodna funkcji f(7) do zera i znajdujac rozwigzanie rownania

f(T)=0. (2.51)
Korzystajac z zasad analizy matematycznej, wyznaczamy lewa strong tej réwno-
$ci. Wynosi ona

(logT—m)2
, loge 1 — =+ logT —m
(Ty=- —e 2 (1+—).

4 o~2n T? oIn10
Po podstawieniu tego wzoru do wyrazenia (2.51) zauwazamy, ze moda T wynika
Z rdwnania

+ logzﬂ — O
o 1In10
Stad
T=10""°"0 (2.52)

W rezultacie podstawienia danych otrzymujemy
T =10702002510 _ 0 453 h =27,2",

Mediang zmiennej T wyznaczymy, opierajac si¢ na definicji tej wielkosci (2.15)
i rozwiazujac rownanie

0(Ty5)=0,5, (2.53)

gdzie O(T,5) jest dystrybuanta zmiennej okreslong dla warto$ci 7 5. Dystrybu-
ant¢ t¢ wyznaczymy, korzystajac z wyrazenia (2.49) i z odpowiednich tablic dys-
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trybuanty standaryzowanej zmiennej losowej o rozktadzie normalnym. W tym
przypadku wyrazenie to ma postacé

logT, s —m
O(Ty5) =@ [—}
o
Stad
logT, - —
@[MJ:O,S. (2.54)
(o2

Wartos¢ prawej strony wskazuje, ze nie ma potrzeby korzystania ze wspomnia-
nych tablic, gdyz warto$¢ standaryzowanej zmiennej losowej
log 7y s —m
y=—,
o
spetniajacej rownanie (2.54), jest oczywista (rys. 2.15) i wynosi zero. Zatem

log 7y s —m

2

o
czyli logT), s = m. Stad poszukiwana mediana

log 7}),5 =10". (2.55)
Zatem

T,5s =10 =0,631h=37,9".

Rys. 2.15. Rozktad normalny standaryzowanej zmiennej losowej

Na podstawie uzyskanych wynikow obliczen stwierdzamy, ze: po pierwsze —naj-
bardziej prawdopodobny czas trwania akcji ratowniczej wynosi T = 27,2 minut, po
drugie — z prawdopodobienstwem 50% czas ten jest dtuzszy niz T}, s = 37,9 minut.

Przy okazji warto zauwazy¢, ze wyprowadzone w tym przykladzie wzory
(2.52) 1 (2.55) sa stuszne w odniesieniu do kazdej zmiennej losowej o rozktadzie
logarytmiczno-normalnym.
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Ad 2) Przyblizony przebieg wykresu funkcji gestosci prawdopodobienstwa
czasu T trwania akcji ratowniczej mozna sporzadzi¢ w rezultacie jej obliczenia
dla kilku wybranych warto$ci zmiennej 7. Jedna z nich niech bgdzie warto$¢ 7T
wynikajaca z réwnosci log 7=m. Stad T=10" = 10" = 0,631 h=37,9 min. Dla
tej warto$ci 7 gestos¢ zmiennej 7 wynosi

_(m—m)2

loge 2 loge
0,631)=———e 2@ =
7 ) oT~2n 0,25-0,6312mn

W podobny sposdb wyznaczamy gestos¢ dla innych wybranych wartosci 7' (tab. 2.1).

1=1,10 1/h (2.56)

Tabela 2.1. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa

T [min] 10 20 30 | 379 | 40 50 60 90 120
T[h] 0,17 | 033 | 050 | 0,631 | 067 | 083 | 1,00 | 1,50 | 2,00
A(T) [1/h] 029 | 1,13 | 128 | 1,0 | 1,04 | 073 | 050 | 0,15 | 0,05

Wyniki obliczen umozliwilty sporzadzenie wykresu (rys. 2.16), co bylo celem
tej czesci rozwiazania przyktadu. Na rysunku zaznaczono takze polozenie warto-
$ci oczekiwanej zmiennej 7, uzyskanej w rezultacie rozwiazania przyktadu 2.8.

S A [Uh]

1,5

) /‘”\
0,5

0 ' ' I —

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 T[h]
30 60 90 120 T [min]
ET=44,7
T0’5 = 37,9,
T=272'

Rys. 2.16. Ggstos¢ prawdopodobienstwa czasu T trwania akcji ratowniczej
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Uwaga: Wykorzystujac program MS Excel, wartosci funkcji ggstosci prawdopodobienstwa oblicza-

my (w punkcie 2 rozwiazania) przy uzyciu komendy ROZKELAD.LOG. Wymagane jest okreslenie:

e warto$ci x = T zmiennej losowej 7, dla ktorej chcemy dokonaé obliczenia,

e wartoSci oczekiwanej i odchylenia standardowego zmiennej losowej In7 = In10-log7,

e parametru logicznego, ktory okresla, czy wynikiem obliczenia ma by¢ ggstos¢ prawdopodobien-
stwa, czy dystrybuanta.

W programie MS Excel rozktad logarytmiczno-normalny okreslono dla zmiennej losowej In 7.
Dlatego nalezy poda¢ warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe tej zmiennej losowej, obli-
czajac je przy uzyciu zaleznosci In7 =1In10-log7. Parametr logiczny definiujemy jako ,,Falsz”,
poniewaz w przyktadzie obliczana jest warto$¢ gestosci prawdopodobienstwa.

PrzykeaD 2.8

Analizowany w przyktadzie 2.7 czas T trwania akcji ratowniczej ma
rozktad logarytmiczno-normalny, a parametry zmiennej log7 wynosza:
m=Elog T =-0,20, o =0,25, przy czym T bylo okreslane w godzinach.

Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang czasu trwania akcji ratownicze;j.

Rozwiqzanie

Gestos$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej 7 jest opisana przez funkcje
(2.50). Zgodnie z wyrazeniem (2.10) wartos¢ oczekiwana tej zmiennej losowe;j

0 o (logT—m)*
loge ¢+ — =+
ET =T (T)dT = e 20 dT. (2.57)
{ oN2my,

W celu ulatwienia wyznaczania tej wielkosci dokonujemy podstawienia nowej
zmiennej

u zlogT——m' (2.58)
o

Aby uzalezni¢ dT od zmiennej u, przeksztatlcamy wyrazenie (2.58) do postaci
T=10""", ' (2.59)

loge

Stosujac podstawienie 10 =¢™°%¢, nadajemy wyrazeniu (2.59) postac

m [ea

T = eloge X eloge

Stad

m

dr =2 _cloee gloge gy, (2.60)
loge
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Po podstawieniu wyrazen (2.58) i (2.60) do wzoru (2.57) otrzymujemy po
przeksztatceniach (nalezy zauwazy¢, ze ze wzgledu na podstawienie (2.58) zmie-
niaja si¢ granice catkowania)

1, 050 w 1 o ¥
ET = eloge loge . J‘ loge
—00

Po wprowadzeniu zmiennej z =u — Toze wyrazenie to przybiera posta¢
oge

1 ( 0,50 ] o 1
— A m+ 2
ET = eloge loge ) 1 J‘C_EZ dz
Latwo dostrzec, ze
gdyz lewa strona tej rownosci jest catka gestosci prawdopodobienstwa standa-

ryzowanego rozktadu normalnego zmiennej losowej z w pelnym przedziale jej
warto$ci. Zatem

1 0,50
loge(er loge ]
ET =¢ .

Wzorowi temu mozna nada¢ takze inng forme, jesli zauwazymy, ze n =1In10
e oge
i 10=e'%. Wowczas
ET:10m+0,50'21n10. (2.61)

Wyprowadzone wzory umozliwiajace obliczanie ET sa stluszne w odniesieniu
do kazdej zmiennej losowej o rozktadzie logarytmiczno-normalnym.

Do wyznaczenia warto$ci oczekiwanej czasu trwania akcji ratowniczej zasto-
sujemy wzor (2.61)

ET = 10—0,20+0,5~0,252 In10 _ 0’ 745 h ~ 44,71'

PrzykeaDp 2.9

Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze akcja ratownicza, o ktorej
mowa w przyktadach 2.7 1 2.8, moze trwaé dtuzej niz 1 godzing. Przyjaé, jak we
wspomnianych przykladach, ze czas T [h] trwania akcji ratowniczej ma rozktad
logarytmiczno-normalny o parametrach: m=Elog T =-0,20, o =0,25.
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Rozwiqzanie

Zgodnie z relacja (2.6) poszukiwane prawdopodobienstwo
P{T >1}=1-P{T <1} =1-0()), (2.62)

gdzie O(1) jest dystrybuanta zmiennej losowej T okreslona dla wartosci 7= 1.
Dystrybuante t¢ obliczymy, korzystajac z jej zwiazku, okreslonego przez wzor
(2.49), z dystrybuanta ®(y) standaryzowanej zmiennej losowej o rozktadzie nor-
malnym. W tym przypadku przybiera on postac

o) = q)(logl m] (2.63)
O

Po podstawieniu danych otrzymujemy

0t -2 -0 (0s).

Z odpowiednich tablic funkcji @ odczytujemy, ze ®(0,8) = 0,788 (Zatacz-
nik 1). W rezultacie podstawienia tej wartosci do wyrazenia (2.62) otrzymujemy

P{T >1}=1-0,788=0,212.

Zatem, prawdopodobienstwo tego, ze akcja ratownicza bedzie trwata dtuzej
niz 1 godzing wynosi nieco ponad 21%. Ilustracja tego prawdopodobienstwa jest
zaciemnione pole pod wykresem gestosci prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej T (rys. 2.17), sporzadzonym na podstawie rysunku 2.16.

SALA]

L5

REVAN

/ P{T > 1}
0,5

7
i

0 0,5 1,0 1,5 2,0 TTh]

Rys. 2.17. Ilustracja prawdopodobienstwa P{T > 1}

Uwaga: Korzystajac z programu MS Excel, warto$¢ dystrybuanty Q(1) w rownaniu (2.62) obliczamy
przy uzyciu komendy ROZKELAD.LOG. Zauwazmy (podobnie jak w uwadze do przyktadu 2.7), ze
w programie MS Excel rozklad logarytmiczno-normalny jest okreslony dla zmiennej losowej In7.
Dlatego nalezy poda¢ warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe tej zmiennej losowej, obliczajac
je przy uzyciu zaleznosci In7 =1n10-log7. Parametr logiczny definiujemy jako ,,Prawda”, gdyz ob-
liczana jest warto$¢ dystrybuanty.
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Aby unikna¢ przeliczania warto$ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego, mozemy obli-
czy¢ O(1), korzystajac z komendy ROZKEAD.NORMALNY-.S i z rownania (2.63).

Przyxeap 2.10

Z danych przedstawionych przez Giowny Urzad Statystyczny wynika, ze
w 2014 roku struktura wynagrodzen w sektorze przedsigbiorstw zatrudniajacych po-
wyzej 9 0s6b moze by¢ opisana w przyblizeniu przez rozktad prawdopodobienstwa
logarytmiczno-normalny zmiennej losowej x [z1], ucigtym lewostronnie w punkcie
a = ptaca minimalna. Parametry zmiennej log x wynosity: m =Elogx =3,517,
o =0,22, aplaca minimalna byta rowna 1680 zt. Wykres dystrybuanty Q(x) zmien-
nej x, wasciwy dla 2014 roku, jest przedstawiony na rysunku 2.18.

Po wyznaczeniu kilku wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa g(x)
zmiennej losowej x narysowac przyblizony przebieg wykresu tej funkcji.

o)
1,00 =
/-/

0,80 /

] y, Rozktad wynagrodzen 2014 r.:
0,60 / . —wgGUS

= — aproksymacja krzywa
0,40 /
0,20 {/,
1000 © 4000 6000 8000 10000 x [z4]
moda Ex Xgo

minimalne  mediana
wynagrodzenie

Rys. 2.18. Dystrybuanta wynagrodzen w sektorze przedsigbiorstw zatrudniajacych powyzej 9 0sob

Rozwiqzanie

Zauwazmy, ze rozklad zmiennej x jest rozktadem ucigtym w punkcie x = a.
Zatem dystrybuancie Q(x) przedstawionej na rysunku 2.18 odpowiada, zgodnie
ze wzorem (2.9), gestos¢ prawdopodobienstwa g(x) wynoszaca

1
e =i1—g@’ W M x=e (2.64)

0 dla x<a,
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gdzie: f(x) — gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej x przed ucigciem, Q(a) —
dystrybuanta takiej zmiennej w punkcie a.
Gestosc¢ prawdopodobienstwa f(x) jest opisana przez funkcje (2.41), czyli

_(logx—m)2

f(x)= e 2 (2.65)

a dystrybuanta O(a) moze by¢ wyznaczona przy uzyciu wyrazenia (2.49), okre-
Slajacego jej zwiazek z dystrybuantg ®(y) standaryzowanej zmiennej loso-

logx —

wej y= Tm o rozktadzie normalnym. W tym przypadku przybiera on postac

_ - (loga—-m
Oa)= (D(—O_ )

Po podstawieniu danych oraz skorzystaniu z relacji (2.23) i tablic standaryzowa-

nego rozktadu normalnego otrzymujemy

log1680—3,517
0,22

W rezultacie podstawienia tej wartosci oraz wzoru (2.65) do wyrazenia (2.64)
uzyskuje ono postaé

Q(a):(l)( j:(l)(—l,3259)=1—CI)(1,3259)=0,093.

I
g()=1 0007/ ) dla x=a. (2.66)

0 dla x<a.

Zatem dla zakresu warto$ci x, w ktorym gestos¢ g(x) > 0, gestos¢ ta moze by¢
wyznaczana na podstawie wzoru

_(logxfm)2

e 2 (2.67)

2(x) = 1 loge
0,907 ox~2m
Przyblizony przebieg wykresu tej funkcji mozna sporzadzi¢ w rezultacie jej
obliczenia dla kilku wybranych warto$ci zmiennej x. Jedng z nich niech bgdzie
warto$¢ T wynikajaca z rownosci logx = m. Stad x = 10" = 10" = 3290 zt (warto
zauwazy¢, ze zgodnie ze wzorem (2.44) jest to mediana zmiennej x). Dla tej war-
to$ci x gestos¢ zmiennej x wynosi

7(m—m)2

2(x)= 1 loge e 20 - 1 loge
0,907 oT/2n 0,907 0,22-3290+/2n

1=2,646-107* 1/zt.

W podobny sposob wyznaczamy gestos¢ dla innych wybranych wartosci x
(tab. 2.2), zwlaszcza podawanych w raportach GUS.
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Wyniki obliczen umozliwity sporzadzenie wykresu gestosci prawdopodobien-

stwa g(x) (rys. 2.19).

Tabela 2.2. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa

Wartos¢ x [z1] Nazwa warto$ci x Jx) [104/21] () [107%/z4]
500 - 0,0157 -
1000 - 0,498 -
1680 ptaca minimalna 1,947 2,147
2000 - 2,433 2,682
2470 moda 2,718 2,997
3290 mediana 2,404 2,646
4100 warto$¢ oczekiwana 1,747 1,926
6920 kwantyl 90-procentowy 0,387 0,427
10 000 - 0,071 0,078
&) A 4
107 %/zt
Aot 11074121 o)
3,00 ‘
] N Sfix)
2,50 }
- \
2,00 \
1,50 R\
1,00 =\
J \\\
0,50 §’\
© 4000 6000 8000 10000 x[z]
moda Ex Xoo
minirr.lalne mediana
wynagrodzenie

Rys. 2.19. Ggstos¢ prawdopodobienstwa g(x) zmiennej losowej x (wynagrodzen w sektorze przed-
sigbiorstw zatrudniajacych powyzej 9 0osob w 2014 r.)

Przykeap 2.11

Z danych przedstawionych przez Gloéwny Urzad Statystyczny wynika, ze
w 2014 roku struktura wynagrodzen w sektorze przedsigbiorstw zatrudniajacych
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powyzej 9 oséb moze by¢ opisana w przyblizeniu przez rozktad prawdopodo-
bienstwa logarytmiczno-normalny zmiennej losowej x [z1], ucigtym lewostronnie
w punkcie a = 1680 zt. Ggstos¢ prawdopodobienstwa tej zmiennej ma postac
(patrz przyk}ad 2.10)
loge 7(1%;2"1)2
g(x)= 0.907 oom ; (2.68)
gdzie m 1 o to parametry zmiennej logx wynoszace: m=Elogx=3,517,
o =0,22. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej x, rowna w przyblizeniu $red-
niemu wynagrodzeniu, wynosita w 2014 roku x =4100 zi.

Nalezy wyznaczy¢ odsetek pracujacych zarabiajacych mniej niz srednie wyna-
grodzenie.

Rozwigzanie

Przyjmiemy, ze poszukiwany odsetek osob zarabiajacych mniej niz srednie wy-
nagrodzenie x jest rowny prawdopodobiefistwu p tego, ze tyle zarabia pracownik
losowo wybrany sposrod wszystkich pracujacych (patrz rozdz. 5). Zatem

p=P{x<f}=P{xS§}.

Ze wzoru tego wynika, ze prawdopodobienstwo p jest dystrybuanta Q(X) zmien-
nej losowej x okreslona dla wartosci x, czyli

p=0(x). (2.69)

Zgodnie z wyrazeniem (2.3)
O(x) = [ g(x)dx.

Po podstawieniu do niego wzoru (2.68) otrzymujemy

x _(logxfm)2
O(F) = loge e 20 dr,
0,907 7 27
gdzie funkcja podcatkowa
(logx—m)*
1 -
f)=—2e 2
ox/2m

jest, zgodnie ze wzorem (2.41), gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej x przed
ucigciem, czyli o wartosciach w przedziale x > 0 (rys. 2.19). Stad

Q(‘)=ij( x)dx
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Prawdopodobienstwo Q(x) obliczymy, korzystajac z wyrazenia (2.8) oraz ze
wzoru (2.49) okres$lajacego zwiazek dystrybuanty zmiennej losowej o rozktadzie
logarytmiczno-normalnym z dystrybuanta ®(y) standaryzowanej zmiennej loso-
wej o rozktadzie normalnym. W rezultacie

- 1 I logx—m) _(loga—m
Q(x)_0,9o7_®( o )q{ o ﬂ

Po podstawieniu danych otrzymujemy

O(F) = 1 o log4100-3,517 _ P log1680—-3,517 .
0,907 0,22 0,22

Stad
—; — —
o) = 0.907 [@(0,435) (I)( 1,326)]. (2.70)

Z odpowiednich tablic (zamieszczonej na przyktad w Zalaczniku 1) funkcji ®@
odczytujemy, ze ©(0,435) = 0,671, a d(-1,326) = 1 — O(1,326) = 0,093. Po pod-
stawieniu tych wartoéci do wyrazenia (2.70) uzyskujemy

1
)= —(0.670—0,093) ~ 0, 64.
oW 0,907( )

Na tej podstawie przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo p = 0,64. Ilustracja tego
prawdopodobienstwa jest zaciemnione pole zaznaczone na rysunku 2.20 pod wy-
kresem gestosci prawdopodobienstwa g(x) zmiennej losowej x, sporzadzonym
w przyktadzie 2.10.

2(x)4[107 %21
- X

i ~
2,50 / p
2,00 =
] = g(x)
1,50 \<
1,00 \

0,50 AN
- ////// . . \

1000 4000 6000 8000 10000 x[zl]

a Ex

Rys. 2.20. Ilustracja prawdopodobienstwa p na tle rozktadu wynagrodzen
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Zatem odsetek osob zarabiajacych mniej niz $srednie wynagrodzenie wynosi
p = 64%.

PrzykeaD 2.12

Zgodnie z projektem koncepcyjnym, zbiornik na sprgzone powietrze (rys. 2.21)
ma by¢ zespawany z blach o grubosci 6. Blachy wykonane sa ze stali PA60N
przeznaczonej na urzadzenia ci$nieniowe. Przewidywane ci$nienie w zbiorniku
podczas eksploatacji bedzie wielokrotnie w ciagu dnia narastato do wartosci p
i spadalo do zera. Powodowana tym zmiennos$¢ napr¢zen w plaszczu zbiornika
jest przyczyna zmeczenia materiatu blach i faczacych je spoin.

Rys. 2.21. Analizowany zbiornik ci$nieniowy S

Wiadomo, ze rozktad trwatosci zmeczeniowej plaszcza zbiornika (w populacji
takich samych zbiornikow, tak samo eksploatowanych), okreslanej liczba /V jego
napetnien, jest zblizony do rozktadu logarytmiczno-normalnego o parametrach:
m=Elog N =5,30, 0,y =0 =0,5. Przyblizenie polega na potraktowaniu licz-
by napetnien NV jako zmiennej losowej ciaglej, co utatwia obliczenia.

Nalezy wyznaczy¢ taka liczbg napetnien zbiornika, by prawdopodobienstwo
zmegczeniowego peknigceia jego ptaszcza nie przekraczato ¢ = 1%.

Rozwiqzanie

Do zmeczeniowego uszkodzenia ptaszcza zbiornika nie dojdzie z prawdopo-
dobiefistwem co najwyzej rownym g, jesli liczba napetnien zbiornika N, spetni
warunek

P{N<N,£<q, 2.71)

w ktorym niewiadoma jest wielko$¢ N,. Zauwazmy, ze lewa strona tego warunku
to dystrybuanta Q(N) zmiennej losowej N, okreslona dla wartosci N,. Poniewaz
zmienna /N ma rozktad logarytmiczno-normalny, to sluszna jest relacja (2.49) ma-
jaca w tym przypadku postac

Q(Nq):q)(log]\f—q—m}
(o2
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gdzie ®(y) jest dystrybuanta standaryzowanej zmiennej losowej y = logN —m

o rozktadzie normalnym. Zatem warunkowi (2.71) mozna nadaé forme¢ ¢
logN, —m
o ————|<0,01. (2.72)
o

logN, —m

W celu znalezienia warto$ci y = zmiennej y, spetniajacej warunek

(2.72), korzystamy z tablic dystrybuantg zmiennej y (podobnie jak w poprzednich
przyktadach). Ze wzgledu na mata warto$¢ prawej strony warunku, przeksztatca-
my lewa jego strong¢ przy uzyciu relacji (2.23). Po tym przeksztalceniu warunek
(2.72) przybiera postac

cI)[_loqu —m

Jz 0,99 (2.73)
(o2

umozliwiajaca skorzystanie ze wspomnianych tablic. Warunek (2.73) jest spetnio-
ny, jesli (Zalacznik 1)
logN, —m

>2,32.
O

Stad
logN, <m-2,32c0.

Po podstawieniu danych otrzymujemy
logN, <5,30-2,32-0,5,

czyli
logN, <4,14.

Zatem powinno by¢ N, < 13800.

Sa to wartosci N, spetniajace warunek (2.72), a wige takze warunek (2.71).

Jesli wige liczba napetniefi zbiornika nie przekroczy N, = 13800 = 1,4-10% to
prawdopodobienstwo zmegczeniowego peknigeia jego ptaszcza bedzie wynosito
co najwyzej g = 1%.
Uwaga: Poszukiwana warto$¢ N, (patrz réwnanie (2.71)) mozemy réwniez wyznaczy¢ przy uzyciu
funkcji ROZKEAD.LOG.ODW programu MS Excel (nalezy przy tym pamigta¢, ze podawana war-
tos¢ oczekiwana i odchylenie standardowe dotycza zmiennej losowej InV, trzeba je wigc wezesniej
wyliczy¢ przy uzyciu zaleznosci In7=1n10-log 7).

Mozna réwniez zastosowa¢ inny sposob rozwiazania przyktadu, korzystajac z funkcji ROZ-
KEAD.NORMALNY.S.ODW i wyznaczajac argument dystrybuanty w wyrazeniu (2.73).

Analizowany w przykladzie problem jest zilustrowany na rysunku 2.22, przed-
stawiajacym rozktad zmiennej losowej log NV (rozktad normalny) na tle znanego
inzynierom mechanikom wykresu zmgczeniowego Woéhlera.
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Zauwazmy przy okazji, ze wyznaczona liczba N, jest 1-procentowym kwanty-
lem zmiennej losowej V.

Sfllogh)
/ L
4 m_ 6 logN
1% logh,
10* 10° N
Nq

Rys. 2.22. Ggstos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej log NV odpowiadajacej napr¢zeniom
O« W plaszczu zbiornika, przedstawiona na tle

max

2.4. ROZKLAD WEIBULLA

Rozkladem Weibulla jest nazywany rozklad zmiennej losowej ciagtej x okre-
slony przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa o postaci

f(x)=alx""'e ™, (2.74)

przy czym x > 0 oraz a > 0 i A >0. Wykres tej funkcji jest przedstawiony na
rysunku 2.23. Jego ksztalt zalezy gtownie od parametru a (nazywanego czgsto
parametrem ksztattu).
W literaturze z zakresu probabilistyki podawana bywa takze inna posta¢ wzoru
na gestos¢ prawdopodobienstwa rozktadu Weibulla.
Niektore z whasciwosci rozktadu Weibulla sa nastepujace:
— asymetria rozktadu zalezy od parametru « i jest tym mniejsza, im wigkszy jest
ten parametr, przy wartos$ciach a > 3 praktycznie zanika,
— gdy parametr a = 1, rozktad Weibulla staje si¢ rozktadem wyktadniczym (oma-
wianym w podrozdz. 2.5),
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— moda i mediana wynosza (patrz przyktady 2.13 1 2.16)

- a-—1
x:a
al

In0,5
xo,szi’/ 1 (2.76)

— warto$¢ oczekiwana 1 wariancja sa wyznaczane za pomoca Wzorow

(2.75)

b

Eng/lz-l“(lJréj, 2.77)
V=2 -F[1+zj—(Ex)2 (2.78)
T ; , '

gdzie I' jest symbolem funkcji gamma (tablice jej wartosci mozna znalez¢é
w literaturze, mozna tez wylicza¢ jej wartosci przy uzyciu kalkulatoréw do-
stgpnych w internecie),

— dystrybuanta zmiennej losowej jest okreslona wzorem

O(x)=1-¢*". (2.79)

Sx)

Rys. 2.23. Przyktady gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x o rozkladzie Weibulla przy
wybranych warto$ciach parametru a

Rozktad Weibulla ma zastosowanie w technice, migdzy innymi w inzynierii
mechanicznej, zwlaszcza do opisu rozrzutow losowych trwatosci obiektow sta-
rzejacych si¢ pod wptywem zmeczenia materiatu, w szczegolnosci zmeczenia po-
wierzchniowego, i innych zjawisk fizycznych.

Szczegdlnie wazne znaczenie w inzynierii mechanicznej ma ten rozktad przy
opisie trwalosci tozysk tocznych. W odniesieniu do nich warto$¢ parametru a
1 wartosci wspdlezynnikow potrzebnych do obliczenia parametru A sa przyjmo-
wane na podstawie wynikow badan trwatos$ci tozysk prowadzonych przez ich pro-
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ducentow. Na przyktad, w przypadku tozyska kulkowego a = 10/9, a w przypadku
lozyska wateczkowego a = 9/8. Parametr A oblicza si¢ przy uzyciu wzoru

= : (2.80)

gdzie L, to tak zwana trwato$¢ nominalna lozyska, ktérej z prawdopodobien-
stwem 10% lozysko nie przekracza. Zatem trwalo$¢ nominalna jest 10-procen-
towym kwantylem zmiennej losowej L. Przyjeto si¢ wyraza¢ trwatos¢ tozyska
tocznego w milionach wykonanych obrotow. Trwalos$¢ L, jest wyznaczana na
podstawie jego nosnosci dynamicznej, obciazenia, warunkdéw jego pracy w urza-
dzeniu mechanicznym itd.

PRZYKLADY

PrzykeaD 2.13

W odniesieniu do obiektu, ktoérego trwatos¢ x jest opisana rozkladem Weibul-
la, nalezy wyznaczy¢ modg tej zmiennej losowej jako funkcjg parametrow a i A.

Rozwiqzanie

Jak wiadomo, moda, czyli dominanta, zmiennej losowej x jest to jej warto$¢ X,
dla ktorej funkcja gestosci f(x) osiaga swoje maksimum. Zatem do wyznaczenia
mody zastosujemy warunek

& _
Lo (2.81)

gdzie f(x) jest ggstoscia, wyrazong przez wzor (2.74). Po podstawieniu tego wzo-
ru do warunku (2.81) i po przeksztatceniach otrzymujemy

alx* 2™ (a—1-alx")=0.

Sa trzy rozwiazania tego rownania, lecz to, ktore nas interesuje, wynika z rozwia-
zania rownosci

a—1—aix" =0.
Stad
#og2=l (2.82)
al

a to byto celem przyktadu.
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Wzbér (2.82) jest stuszny w odniesieniu do kazdej zmiennej losowej o rozkta-
dzie Weibulla.

Przyxkrap 2.14

Do podparcia watka w przektadni zgbatej zastosowano tozysko toczne kulko-
we o cechach dostosowanych do wymagan poprawnej pracy przektadni. Trwatos¢
nominalna, wyznaczona na podstawie znanego rodzaju tozyska, jego obciaze-
nia w przekladni i warunkow jego pracy (w tym jakosci uszczelnienia), wynosi
L, =460 mln obrotow lozyska. Po wyznaczeniu kilku warto$ci funkcji ggstosci
prawdopodobienstwa zmiennej losowej L narysowac¢ przyblizony przebieg wy-
kresu tej funkcji.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze rozrzuty losowe trwatosci L [mln obr] analizowanego tozyska
sa opisane za pomoca rozktadu Weibulla. Zgodnie z wyrazeniem (2.74) gestos¢
prawdopodobienstwa zmiennej L ma postaé

f(L)=arl e, (2.83)

gdzie a = 10/9 (gdyz jest to tozysko kulkowe), a drugi parametr wyznaczamy przy
uzyciu wzoru (2.80)

2= 01093 _O1095 _y155.10 1/min obry. (2:84)
Li, 460

Przyblizony przebieg wykresu funkcji (2.83) sporzadzimy w rezultacie jej ob-

liczenia dla kilku wybranych warto$ci zmiennej L. Jedna z nich niech bgdzie war-
to$¢ L = 50 mln obr. Dla tej warto$ci L ggsto$¢ zmiennej L wynosi

10

——1 4 %
f(50)z%-1,158-10‘4-509 e HPRI0T0 197107 1/min obr.

W podobny sposdb wyznaczamy gestos¢ dla innych wybranych wartosci L.
Czes$¢ wynikow obliczen jest zamieszczona w tabeli 2.3.

Tabela 2.3. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej L

L [mln obr] 50 100 300 400 600 1000 | 2000 3000
f(L) [10*mln obr] 1,97 2,11 2,27 2,29 2,27 2,16 1,75 1,34
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Uzyskane w ten sposob wspoétrzedne kilku punktéw umozliwiaja sporzadzenie
wykresu przyblizonego przebiegu gestosci prawdopodobienstwa f(L) zmiennej
losowej L, czyli trwato$ci analizowanego tozyska tocznego. Jest on przedstawio-
ny na rysunku 2.24.

/4110 */mln obr]

3,0

2,0
\

200 1000 2000 L [mln obr]

L=439

Rys. 2.24. Ggstos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej L

Uwaga: Warto$ci ggstosci prawdopodobienstwa, potrzebne do narysowania wykresu ggsto$ci praw-
dopodobienstwa zmiennej losowej L, mozemy obliczy¢ takze przy uzyciu programu MS Excel.
W tym celu korzystamy z komendy ROZKELAD.WEIBULL. Wymagane jest okreslenie:

e warto$ci x = L zmiennej losowej L, dla ktorej chcemy dokonaé obliczenia,

e wartoSci parametru alfa = a (w naszym przypadku a =10/9),

e warto$ci parametru beta =1/A"" (koniecznos¢ tego przeliczenia wynika z innej postaci wzoru,
okreslajacego gestos¢ prawdopodobienstwa stosowanego w programie Excel, niz podana przez
wzor (2.74),

e parametru logicznego, ktory okresla, czy wynikiem obliczenia ma by¢ gestos¢ prawdopodobien-
stwa, czy dystrybuanta.

Parametr logiczny definiujemy jako ,,Fatsz” (w przyktadzie obliczana jest bowiem warto$¢ ge-
stosci prawdopodobienstwa).

Wyznaczmy przy okazji najwigksza wartos¢ funkcji f(L). Swoje maksimum
funkcja ta osiaga dla wartosci L, czyli mody (dominanty) zmiennej losowej L.
Tg szczegbdlna warto$¢ zmiennej L obliczymy przy uzyciu wyrazenia (2.82), uzy-
skanego w przyktadzie 2.13. W tym przypadku ma ono postac

A ey
al
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Po podstawieniu danych otrzymujemy

10
i |
~ Q 9
L=yglsg——— =439 min obr.
?1,158-10—4

Wartos¢ funkeji f(L), wyznaczona przy uzyciu wyrazenia (2.83), wynosi
f(L)=2,29-10"* 1/mln obr.

Przykeap 2.15

Nalezy wyznaczy¢ wartosci dystrybuanty Q(L) trwatosci tozyska tocznego,
analizowanego w przyktadzie 2.14, oraz funkcji niezawodnosci R(L) = 1 — Q(L)
tego tozyska, a nastgpnie sporzadzi¢ wykresy obu wielkosci jako funkcji L. Po-
trzebne dane zaczerpnac z przyktadu 2.14.

Rozwigzanie

Dystrybuantg Q(L) zmiennej losowej L wyznaczymy dla takich samych warto-
sci L, dla ktérych w przyktadzie 2.14 byty obliczana gesto$¢ prawdopodobienstwa
tej zmiennej. Postuzymy si¢ przy tym wzorem (2.79), ktéry w odniesieniu do
zmiennej L przybiera postacé

O(L)y=1-¢*'". (2.85)
Zgodnie z relacja (2.84) 1 =1,158-10* 1/(mln obr)'*°, a wspotczynnik a = 10/9
(gdyz mamy do czynienia z tozyskiem kulkowym).

Przedstawmy wyliczenie dystrybuanty Q(L) dla wartosci L = 50 mln obr.

0(50)=1—¢ 15810759 _1_ 0,991 =0,009.

Funkcja niezawodnosci, czyli prawdopodobienstwo nieuszkodzenia tozyska
w czasie L = 50, wynosi

R(50)=1-0(50)=0,991.
W podobny sposob wyznaczamy funkcje O(L) i R(L) dla kilku innych wybranych

wartosci L. Czgs¢ wynikow obliczen jest zamieszczona w tabeli 2.4.

Tabela 2.4. Wyniki obliczen prawdopodobienstw uszkodzenia i nieuszkodzenia tozyska w czasie L

L [mln obr] 50 100 300 400 600 1000 2000 3000
o) 0,009 0,019 0,063 0,086 0,132 0,221 0,417 0,571
R(L) 0,991 0,981 0,937 0,914 0,868 0,779 0,583 0,429
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Uzyskane w ten sposob wspoétrzedne kilku punktéw umozliwiaja sporzadzenie
wykresow funkcji O(L) 1 R(L). Sa one przedstawione na rysunku 2.25 na tle wy-
kresu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej L, wykonanego w przykta-
dzie 2.14 dla tego samego tozyska.

Na rysunku zaznaczono takze potozenie mediany zmiennej L, uzyskanej w re-
zultacie rozwiazania przyktadu 2.16.

/4 [10*/mln obr] o)
R(L)
30w 1,000
™ - \'\Ii(L)
S<o - 0,800
2,0 S~o
S~ = /, 0,600
_— 0,400
1,0 oL
—~ 0,200
<>/
200 1000 2000 L [mln obr]
L1() =460
L =439 mediana = 2509

Rys. 2.25. Dystrybuanta trwato$ci fozyska (zmiennej losowej L) i funkcja jego niezawodnosci (w tle

)

Uwaga: Obliczenia mozemy wykona¢ podobnie jak w poprzednim przyktadzie, przy uzyciu pro-
gramu MS Excel, korzystajac z funkcji ROZKELAD.WEIBULL. Nalezy pamigta¢ o wezedniejszym
wyznaczeniu parametru beta =1/A" oraz zdefiniowaniu jako ,,PRAWDA” parametru logicznego,
poniewaz obliczamy dystrybuantg.

PrzykeAD 2.16

Nalezy wyznaczy¢ mediang trwatosci L tozyska tocznego, analizowanego
w przyktadzie 2.14, oraz usytuowac na wykresie gestosci prawdopodobienstwa
zmiennej losowej L, przedstawionym na rysunku 2.25, polozenie wyznaczonej
mediany 1 wyznaczonej w przyktadzie 2.14 mody tej zmiennej. Potrzebne dane
zaczerpna¢ z przyktadu 2.14.
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Rozwiqzanie

Mediang x,, s zmiennej losowej L wyznaczymy, korzystajac z warunku
O(xp5)=0.5, (2.86)

gdzie O(x,s) jest dystrybuanta zmiennej okreSlona dla warto$ci xy5. Zgodnie
z wyrazeniem (2.79) lewa strona tego warunku wynosi

O(xys5)=1- e M,
Po podstawieniu tego wzoru do warunku (2.86) i po przeksztatceniach otrzymu-
jemy

—-Ax55 =1n0,5.
Stad

In0,5
xo’sza‘f — (2.87)

W rezultacie podstawienia danych dotyczacych analizowanego tozyska uzy-
skujemy poszukiwana wartos¢ mediany

10
Xos =79 % =2509 mln obr.
' -1,158-10

Potozenie tej wartosci zaznaczono na rysunku 2.25 (w przyktadzie 2.15).
Warto zauwazy¢, ze wyprowadzony w tym przyktadzie wzor (2.87) jest praw-
dziwy w odniesieniu do kazdej zmiennej losowej o rozktadzie Weibulla.

2.5. ROZKLAD WYKLADNICZY

Rozktadem wyktadniczym jest nazywany rozktad zmiennej losowej ciagtej x
okreslony przez funkcje gestosci prawdopodobienstwa o postaci

flx)=2e™, (2.88)

przy czym: x > 01 A >0. Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 2.26.
Jak wspomniano w podrozdziale 2.4, rozktad wyktadniczy jest szczegdlnym przy-
padkiem rozktadu Weibulla.

56



X

Rys. 2.26. Przyktady ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x o rozktadzie wyktadniczym
dla dwoch réznych wartoséci parametru A4

Niektore z wlasciwosci rozktadu wyktadniczego sa nastepujace:
— warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe sg sobie rowne i wynosza (patrz
przyktad 2.17)
1
Ex=0=—, 2.89
P (2.89)
wobec czego wspdlczynnik zmiennosci (2.13) S =1,
— mediana wynosi (patrz przyktad 2.18)

In0,5
Xgs =—o0, 2.90
s = (2.90)
— dystrybuanta zmiennej losowej jest okreslona wzorem
O(x)=1-e*. (2.91)

Rozktad wyktadniczy jest jednym z najwazniejszych rozkladow stosowanych
w technice do opisu rozrzutoéw losowych odstepow czasowych migdzy zdarzenia-
mi, trwatosci obiektow niestarzejacych si¢ (nieulegajacych zuzyciu) itd. Rozktad
ten odgrywa tez wyjatkowa rol¢ w analizach niezawodno$ci.

PRZYKLADY

Przykrap 2.17

Wiadomo, ze czas T uplywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu stero-
wania samolotu bezzatogowego ma w przyblizeniu rozklad wykladniczy, przy
czym parametr tego rozktadu 4=0,33-10" 1/h. Nalezy wyznaczy¢ wartosé
oczekiwang i odchylenie standardowe zmiennej 7.
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Rozwiqzanie

Zgodnie ze wzorem (2.10) wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej T wynosi

ET = j Tf(T)dT, (2.92)
0
gdzie funkcja gestosci
f(T)y=2e".
Stad
ET = /zj Te *dT. (2.93)
0

Calke w tym wzorze wyznaczymy metoda catkowania przez czgsci. W tym celu
wprowadzimy nowe zmienne u i v, przy czym:

u=T, dv=e*1dT.
Stad

du =dT, v=J.ef’1TdT =Lef’”.

Zatem
J.Te*"dT = {T-Leﬂ —J‘Le’leT} = —lefﬂ [T+lj =L2. (2.94)
0 -1 -1 0 A Ally, A
W rezultacie podstawienia tego wyniku do wyrazenia (2.93) uzyskujemy
ET = l
A
Po podstawieniu wartosci A otrzymujemy
1
T=—1——-=3000h.
0,33-10"

Drugim wyznaczanym parametrem jest odchylenie standardowe o zmien-
nej T. Jej zwiazek (2.12) z wariancja ma postac

o =+/VT. (2.95)

Zatem najpierw wyznaczymy wariancje VT zmiennej 7. Zgodnie z wyrazeniem
(2.11)

VT =E(T —ET)?,
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czyli

0 2 © 2
VT = { (T —%) F(x)dx = ! (T —%) Ae M dT.

Po kilku przeksztatceniach otrzymujemy

T 1

VT = ,1( [rPear __3} (2.96)

A
0

Do znalezienia catki wystepujacej w nawiasie tego wyrazenia zastosujemy meto-

de catkowania przez cz¢sci, wprowadzajac nowe zmienne u i v, przy czym:

u=T? dv=e*drI.
Stad
du=27dT, v= je‘“dT _ L,
A

Do wyznaczenia wspomnianej catki skorzystamy takze z wyniku catkowania
okreslonego we wzorze (2.94). Zatem
o0 _ 1 o0
[rPeTar=|1° S ~ [ -2TdT} =
0 L A - 0

e (@] e

0
Lo T2+£T+%] =i3.
P FREY | )

Po podstawieniu tego wyniku do wyrazenia (2.96) otrzymujemy

1
VT:?

Zgodnie ze wzorem (2.95) poszukiwane odchylenie standardowe wynosi wigc
o=—,
A
czyli tyle samo, co warto$¢ oczekiwana. Zatem o = ET =3000 h.

PrzykrAD 2.18
Wiadomo, ze czas T uplywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu stero-
wania samolotu bezzatogowego ma w przyblizeniu rozktad wykladniczy, przy

czym parametr tego rozktadu 1 =0,33-10 1/h. Nalezy:
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1) po wyznaczeniu kilku warto$ci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej T oraz dystrybuanty tej zmiennej narysowac przyblizone wykresy
obu funkcji,

2) wyznaczy¢ mediang zmiennej 7 i na obu wykresach zaznaczy¢ jej polozenie
oraz potozenie warto$ci oczekiwanej zmiennej 7.

Rozwigzanie

Ad 1) Zgodnie ze wzorami (2.88) i (2.91) funkcje, ktorych wykresy maja by¢
sporzadzone, maja postacie

f(@)=2e, (2.98)
o) =1-¢*. (2.99)

Przyblizone przebiegi ich wykresow mozna sporzadzi¢ w rezultacie obliczenia
warto$ci tych funkcji dla kilku wybranych warto$ci zmiennej 7. Jedna z nich
niech bedzie warto$¢ 7'= 500 h. Dla tej wartosci T funkcje f(7) i Q(T) wynosza

£(500)=0,33-107¢ 310759 — 0,28.107 1/h

0(500) =1 0310750 _q 15,

W podobny sposob wyznaczamy obie funkcje dla innych wybranych wartosci 7
(tab. 2.5).

Tabela 2.5. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty czasu T

T[h] 0 500 1500 3000 6000
A(T) [10°/h] 0,33 0,28 0,20 0,12 0,05
o) 0 0,15 0,39 0,64 0,86

Wryniki obliczen umozliwiaja sporzadzenie wykresow funkcje f(7) i O(T)
(rys. 2.27), co bylo celem rozwiazania przyktadu. Na rysunku zaznaczono takze
potozenie mediany, po wyznaczeniu jej w punkcie 2, oraz warto$ci oczekiwane;j
zmiennej T, uzyskanej w rezultacie rozwiazania przyktadu 2.17.

Uwaga: Warto$ci gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty mozemy obliczy¢ takze przy uzyciu

programu MS Excel. W tym celu korzystamy z komendy ROZKEAD.EXP. Wymagane jest okre-

Slenie:

e wartos$ci x = T (w naszym przypadku czasu do uszkodzenia) zmiennej losowej 7, dla ktorej
chcemy dokona¢ obliczenia,

e parametru lambda = 1,

e parametru logicznego ,,Prawda” lub ,,Falsz” w zaleznosci od tego, czy wynikiem obliczenia ma
by¢ gestos¢ prawdopodobienstwa, czy dystrybuanta.
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Sa[107/]

0,30
O(Ty5)=0,5

o~

0,10

\

o " 2000 4000 T[h]
ET = 3000

To,s = 2100
5 o),
1,00

0,80

0,60
O(Ty5)=0,5

0,40 pd
0,20 /

o 2000 4000 7 [h]
ET = 3000

Tos=2100

Rys. 2.27. a) Gestos¢ prawdopodobienstwa i b) dystrybuanta czasu T uptywajacego do uszkodzenia
poktadowego uktadu sterowania samolotu bezzalogowego

Mediang zmiennej T wyznaczymy, opierajac si¢ na definicji tej wielkosci
(2.15) i rozwiazujac rownanie

0(Ty5)=0,5,
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gdzie Q(7;5) jest dystrybuanta zmiennej okreslong dla wartosci 7}, 5. Uwzgled-
niajac wzor (2.99), zapisujemy to rownanie w postaci

1—e s =0,5.
Stad

e =0,5
i w rezultacie

_In0,5  In0,5
-1 -0,33-107

Tys ~2100 h.

Przyxrap 2.19

Na podstawie danych statystycznych stwierdzono, ze trwalos¢ T pewnego
urzadzenia w samolocie pasazerskim ma rozktad wyktadniczy z parametrem
A=2,22-10"% 1/h. Nalezy wyznaczy¢ czas uzytkowania tego urzadzenia, pod-
czas ktorego prawdopodobienstwo nieuszkodzenia bedzie nie mniejsze niz 0,999.

Rozwiqzanie

Wymaganie sformutowane w tresci przykladu mozna zapisa¢ w nastgpujacej
formie matematycznej

P{T>T}>0,999, (2.100)

gdzie T jest poszukiwanym czasem uzytkowania urzadzenia. W nauce o nieza-
wodnos$ci prawdopodobienstwo P{T > T} = R(T) jest nazywane funkcja nieza-
wodnosci, w tym przypadku — analizowanego urzadzenia.

Opierajac si¢ na relacji (2.6), lewa strong warunku (2.100) mozna przedstawic
W postaci

P{T>T}=1-0(T),
przy czym Q(T) to dystrybuanta zmiennej losowej T. Zgodnie z wyrazeniem (2.91)
o) =1-e*.
Zatem warunkowi (2.100) nadajemy postac
e >0,999.
Stad
In 0,999
-A

T<
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Prawa strona tej relacji wynosi

In0,999  In0,999
-4 =2,22-10°
Czas uzytkowania urzadzenia, zapewniajacy spetienie warunku (2.100) po-
stawionego w przyktadzie, nie powinien wigc przekraczaé 450 godzin.
Przy okazji warto zauwazy¢, ze wyznaczony czas T = 450 jest 1-promilowym
kwantylem zmiennej losowej 7.

=450h.

Przyxrap 2.20

Na podstawie danych statystycznych stwierdzono, ze Srednia trwato$¢ zardwek
w reflektorach wynosi 15 000 h. Przyjmujac, Zze czas zdatnosci T tych zardwek
ma rozktad wykladniczy, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo uszkodzenia
pojedynczej zarowki w czasie T'= 1000 h oraz czas T ,,, po ktorym prawdopodo-
bienstwo to osiagnie wartos¢ 0,100.

Rozwiqzanie

Prawdopodobienstwo uszkodzenia pojedynczej zarowki w czasie 7= 1000 h,
czyli prawdopodobienstwo tego, ze realizacja zmiennej losowej T bedzie co naj-
wyzej rowna 7= 1000 h, jest to warto$¢ dystrybuanty tej zmiennej. Zatem

P{T <1000} = 0(1000).

Poniewaz trwatos¢ zaro6wek ma rozktad wyktadniczy, to zgodnie z wyrazeniem
(2.91) poszukiwane prawdopodobiefnstwo wynosi

P{T <1000} =1-¢*". (2.101)

Aby wyznaczy¢ jego wartos¢, konieczne jest wezesniejsze obliczenie parametru A,
gdyz nie jest on podany bezposrednio. Charakterystyczny dla rozktadu wyktadni-
czego jest zwiazek tego parametru z wartoscig oczekiwana zmiennej losowe;j, okre-
slony przez wzor (2.89). Wynika z niego, ze

A=

ET

W tresci przyktadu nie jest co prawda podana wartos¢ oczekiwana ET, ale jest
podany jej statystyczny odpowiednik (patrz rozdz. 5), mianowicie §rednia trwa-
los¢ zarowek. Przyjmijmy, ze obie te wielkosci sa sobie rownowazne, czyli ze
ET =15 000 h. Zatem

ET 15000
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Po podstawieniu tej wartosci do wyrazenia (2.101) otrzymujemy
P{T <1000} =1-¢ ™" =1 _0,935 = 0,065.

Tyle wynosi prawdopodobienstwo uszkodzenia pojedynczej zarowki w czasie
1000 godzin.

Druga wielko$¢ poszukiwana w przyktadzie to czas T o, po ktérym prawdo-
podobienstwo uszkodzenia zarowki osiagnie warto$¢ 0,100. Zauwazmy, ze czas
ten to 10-procentowy kwantyl zmiennej losowej 7. Znajdziemy go z warunku

Q(TO,IO) = 09100’

w ktorym (7 ,,) jest dystrybuanta zmiennej 7, okreslong dla wartosci tej zmien-
nej wynoszacej T 1o. Korzystajac z wyrazenia (2.91), warunek ten przedstawiamy

w formie
AT,

1—e*f0 20,100,
Stad
e Mo = 0,900.

W rezultacie rozwigzania tego rownania uzyskujemy poszukiwany czas

In 0,900
TO,IO = T
1w efekcie
In 0,900
=—>—=1572h.
M0 67-10°
ZADANIA DO ROZWIAZANIA

ROZKEAD NORMALNY I LOGARYTMICZNO-NORMALNY

Zadanie 2.1

Watlek przektadni zgbatej jest wykonany ze stali niestopowej C30 o granicy plastyczno$ci
R, = 300 MPa, podawanej w tabelach wlasciwosci materiatow konstrukcyjnych. Przy zatoze-
niu, ze warto$¢ ta jest 2-procentowym kwantylem zmiennej losowej R, o rozktadzie normal-
nym, a wspotczynnik jej zmiennosci wynosi £ =0,07, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
P{m—30'£Re£m+3U}.

Zadanie 2.2

Granica wytrzymatos$ci R,, pewnej stali stopowej ma rozktad normalny o parametrach: warto$¢
oczekiwana ER,, = 1680 MPa, odchylenie standardowe o =140 MPa. W rezultacie poprawy jako-
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$ci procesu wytwarzania stali udato si¢ zmniejszy¢ rozrzuty losowe wielkosci R, tak, ze jej odchy-

lenie standardowe wyniosto 110 MPa. Nalezy:

a) wyznaczy¢ wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej R, dla wartosci
R, = ER,, w odniesieniu do obu procesoOw wytwarzania stali,

b) w przyjetym uktadzie wspotrzednych narysowaé przyblizony przebieg wykresow gestosci
prawdopodobienstwa granicy wytrzymatosci R, tej stali uzyskiwanej w wyniku obu proceséw
jej wytwarzania.

Zadanie 2.3

Walek przektadni zgbatej jest wykonany ze stali niestopowej C30 o granicy plastyczno$ci
R, =300 MPa, podawanej w tabelach wtasciwosci materiatow konstrukcyjnych. Przy zalozeniu, ze
warto$¢ ta jest 2-procentowym kwantylem zmiennej losowej R, o rozktadzie normalnym, a wspot-
czynnik jej zmiennosci wynosi £ =0,07, nalezy wyznaczy¢ parametry zmiennej R,, tj. wartos¢
oczekiwana m i odchylenie standardowe o.

Zadanie 2.4

Walek przektadni zgbatej jest wykonany ze stali niestopowej C30 o granicy plastycznosci
R, =300 MPa, podawanej w tabelach wtasciwosci materialow konstrukcyjnych. Przy zatozeniu, ze
wartos$¢ ta jest 2-procentowym kwantylem zmiennej losowej R, o rozktadzie normalnym, a wspot-
czynnik jej zmiennosci wynosi £ =0,07, nalezy wyznaczy¢ iloraz kwantyli 98-procentowego
i 2-procentowego. Wyniki zilustrowaé na wykresie gestosci prawdopodobienstwa zmiennej R,, spo-
rzadzonym w sposob przyblizony.

Zadanie 2.5

Na $rednicg wewngtrzna d = 50 mm pier$cienia wewngtrznego tozyska tocznego narzucone sg
odchytki wymiarowe: dolna E/ = —15 pm i gorna ES = 0. Zapewnienie wymiaru o takich cechach
odbywa sig na obrabiarce sterowanej numerycznie przez odpowiednie ustawienie parametrow jej pra-
cy. W rezultacie kontroli wymiaréw dokonywanej na duzej liczebnie probce statystycznej pierscieni
stwierdzono, ze rozrzut przypadkowy uzyskiwanego wymiaru d mozna opisa¢ rozktadem normal-
nym o parametrach: warto$¢ oczekiwana m = 49,992 mm, odchylenie standardowe o =0,004 mm,
a wadliwo$¢ pierscieni wytwarzanych przy tak ustawionych parametrach obrabiarki wynosita 6,3%.
Postanowiono zmieni¢ ustawienia obrabiarki, by zmniejszy¢ liczbg pierscieni nienadajacych si¢ do
naprawy. Okazalo sig, ze w wyniku tej zmiany zmienit sig tylko jeden parametr zmiennej losowe;j d,
mianowicie jej warto$¢ oczekiwana wzrosta do m = 49,995 mm. Nalezy okresli¢ catkowita wadliwos¢
pierscieni wytwarzanych przy nowych ustawieniach parametrow obrabiarki oraz odsetek tych wadli-
wych pierscieni, ktorych $rednica przekracza wymiar 5075,

Zadanie 2.6

Odlegto$¢ nominalna osi dwoch otworéw w korpusie maszyny wynosi /, = 100 mm. Na odle-
glos¢ /, uzyskiwana w procesie wykonywania otwordéw, narzucone sa odchytki: dolna = —150 pm
i gorna = 50 pm. Przy zatozeniu, ze przypadkowy rozrzut odlegtosci / w wykonywanych egzem-
plarzach korpusu jest opisany rozktadem normalnym o warto$ci oczekiwanej El = m = 99,950 mm,
nalezy wyznaczy¢ takie odchylenie standardowe o zmiennej /, by wadliwos¢ korpuséw ze wzgledu
na odlegtos¢ osi otwordéw nie przekraczata 1%.

Zadanie 2.7

Czas trwania akcji ratowniczej w jednym z duzych miast Polski jest zmienng losowa T [h] o roz-
ktadzie logarytmiczno-normalnym o parametrach: m = Elog T = — 0,20, 0,,,; =0 =0,25. Nalezy
wyznaczy¢ odsetek akcji, ktore moga trwac dtuzej niz 1,5 godziny.
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Zadanie 2.8

Czas trwania akcji ratowniczej w jednym z duzych miast Polski byt zmienna losowa T [h]
o rozkladzie logarytmiczno-normalnym o parametrach: m = ElogT = — 0,20, 0y,,7=0=0,25.
W rezultacie usprawnienia organizacji dziatan ratowniczych w kolejnych latach okazato sig, ze war-
tos¢ oczekiwana ET czasu trwania akcji ulegta zmniejszeniu o 10%. Korzystajac z wyrazen okre-
$lajacych zwiazki migdzy parametrami zmiennych log 7'i T, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana
i odchylenie standardowe obu zmiennych po wspomnianym usprawnieniu.

Zadanie 2.9

Czas trwania akcji ratowniczej w jednym z duzych miast Polski jest zmienng losowa T [h] o roz-
ktadzie logarytmiczno-normalnym o parametrach: m = Elog T = — 0,20, 0,,,7 =0 =0,25. Nalezy
wyznaczy¢ 20-procentowy kwantyl zmiennej losowej 7.

Zadanie 2.10

Wedtug danych GUS przecigtne wynagrodzenie w sektorze przedsigbiorstw zatrudniajacych po-
wyzej 9 pracownikow w roku 2014 wyniosto 4100 zt, a w 2018 roku — 4850 zt. Wedtug raportow GUS
(publikowanych co 2 lata) rozrzut wynagrodzen w tych przedsigbiorstwach podlega rozktadowi loga-
rytmiczno-normalnemu, ucigtemu lewostronnie przez wynagrodzenie minimalne, ktére w 2014 roku
wynosito 1680 zt, a w 2018 roku 2100 zt. Skala rozrzutu, okre$lona przez odchylenie standardowe
zmiennej losowe; log 7, jest jednakowa w obu wymienionych latach i wynosi Ojeer =0 = 0,25. Nale-
zy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wskazany pracownik zarobit co najmniej 3000 zt
w2014riw2018r.

Zadanie 2.11

Wedtug danych GUS przecigtne wynagrodzenie w sektorze przedsigbiorstw zatrudniajacych
powyzej 9 pracownikow w roku 2014 wyniosto 4100 zt, a w 2018 r. — 4850 zt. Wedlug rapor-
tow GUS (publikowanych co 2 lata) rozrzut wynagrodzen w tych przedsigbiorstwach podlega
rozktadowi logarytmiczno-normalnemu, ucigtemu lewostronnie przez wynagrodzenie minimalne,
ktore w 2014 r. wynosito 1680 zt, a w 2018 r. 2100 zt. Skala rozrzutu, okres§lona przez odchyle-
nie standardowe zmiennej losowej log 7, jest jednakowa w obu wymienionych latach i wynosi
Oogr = 0 = 0,25. Nalezy wyznaczy¢ dominante wynagrodzen w 2014 1. i w 2018 .

Zadanie 2.12

Zbiornik na sprgzone powietrze, analizowany w przykladzie 2.12, zostal zaprojektowany na
ci$nienie wynoszace p. Okazalo sig, ze trwalo$¢ zmegczeniowa plaszcza zbiornika wynikajaca
z wielokrotnego jego napelniania do ci$nienia p, okreslana liczba N napetnien, ma duze rozrzuty
losowe. W celu utatwienia obliczen przyjgto, ze jest to zmienna losowa ciagla o rozktadzie loga-
rytmiczno-normalnym o okre$lonych parametrach. Jesli liczba napetnien zbiornika nie przekracza
N, =1,4-10%, to prawdopodobienstwo zmeczeniowego peknigcia jego ptaszcza wynosi co najwyzej
q = 1%. Nalezy przeanalizowa¢, jak na prawdopodobienstwo g przy tej samej liczbie napetnien
mogtaby wplyna¢ decyzja o napetnianiu zbiornika do ci$nienia o 10% wigkszego niz pierwotnie
planowano. Mozna przy tym zatozy¢, ze w wyniku takiego wzrostu ci$nienia napetniania rozktad
trwato$ci zmegczeniowej, okreslanej liczba napetnien XV, pozostaje rozkltadem logarytmiczno-nor-
malnym, nie zmienia si¢ tez odchylenie standardowe oy, y =0 zmiennej losowej log NV i wyno-
si 0,5. Udowodniono, ze ulega istotnej zmianie jedynie warto$¢ oczekiwana tej zmiennej, mianowi-
cie zmniejsza si¢ do wartosci m = Elog NV = 4,80.
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Zadanie 2.13

Opierajac si¢ na informacjach o zbiorniku ci$nieniowym opisanym w tresci zadania 2.12 i po
wyznaczeniu kilku wartosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej log V i zmien-
nej losowej NV, nalezy narysowac przyblizone przebiegi wykresow obu tych funkcji w uktadach
wspotrzednych odpowiednio: f—logNif— N.

Zadanie 2.14

Nalezy wyznaczy¢ taka liczbg napelnien zbiornika, o ktérym mowa w zadaniu 2.12, by mimo
zwigkszenia cis$nienia napelnienia o 10% prawdopodobienstwo ¢ zmegczeniowego uszkodzenia
plaszcza zbiornika wynosito nadal co najwyzej 1%. Pozostate potrzebne informacje zaczerpna¢
z tre$ci zadania 2.12.

Zadanie 2.15

Sita tarcia T rozwijana w potaczeniu ciernym wienca kota zgbatego z korpusem kota ma roz-
rzuty losowe opisane przez rozktad normalny o parametrach: ET = 3,27 kN, o,=0,25 kN (patrz
przyktad 2.22). Nalezy wyznaczy¢ najwigksza zewngtrzng site obwodowa, jaka moze by¢ przeno-
szona z jednego laczonego elementu na drugi, by prawdopodobienstwo wywotania poslizgu nie
przekroczyto 0,05.

ROZKLAD WEIBULLA

Zadanie 2.16

Do podparcia watka w przektadni zgbatej zastosowano tozysko toczne kulkowe o cechach
dostosowanych do wymagan poprawnej pracy przektadni. Trwato$¢ nominalna, wyznaczona na
podstawie znanego rodzaju fozyska, jego obciazenia w przektadni i warunkow jego pracy (w tym
jakosci uszczelnienia), wynosi L, = 460 mln obrotow tozyska. Nalezy wyznaczy¢ trwato$¢ po-
jedynczego egzemplarza lozyska tocznego, zapewniajaca jego nieuszkodzenie z prawdopodo-
bienstwem 0,95. Przyja¢, ze trwalo$¢ tozyska jest opisana rozktadem Weibulla o parametrach:
a=10/9, 1=0,1053/L},.

Zadanie 2.17

Do podparcia watka w przektadni zgbatej zastosowano tozysko toczne kulkowe o cechach
dostosowanych do wymagan poprawnej pracy przekladni. Trwalo$¢ nominalna, wyznaczona na
podstawie znanego rodzaju tozyska, jego obciazenia w przektadni i warunkow jego pracy (w tym
jakosci uszczelnienia), wynosi L,, = 460 mln obrotow tozyska. Nalezy wyznaczy¢ taka liczbg milio-
néw obrotow tozyska, by prawdopodobienstwo jego uszkodzenia nie przekroczyto 2%. Przyjac, ze
trwalo$¢ tozyska jest opisana rozktadem Weibulla o parametrach: a = 10/9, 4 =0,1053/L];.

Zadanie 2.18

Obciazenie P tozyska tocznego kulkowego o trwato$ci nominalnej L, = 460 mln obrotéw oka-
zalo si¢ w eksploatacji wigksze niz zaktadano o 10%. Wiedzac, ze trwatos¢ L,, tozyska kulkowego
jest funkcja obciazenia o postaci L, = ¢cP~ (¢ — stala), nalezy okresli¢, jak taka zmiana obciazenia
wplynie na trwalo$¢ pojedynczego egzemplarza tozyska tocznego, zapewniajaca jego nieuszkodze-
nie z prawdopodobienstwem 0,95. Przyjaé, ze trwalos$¢ tozyska L jest opisana rozktadem Weibulla
o parametrach: a = 10/9, 4 =0,1053/L],.
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Zadanie 2.19

W projekcie wirowki przewidziano podparcie jej watka tozyskami tocznymi — kulkowym i wal-
cowym. Trwato$¢ nominalna tozyska walcowego, wyznaczona na podstawie znanego jego obciaze-
nia i warunkow jego pracy w wirdwcee (w tym jakosci uszczelnienia), wynosi L,, = 742 mln obrotéw
tozyska. Po wyznaczeniu kilku warto$ci funkcji ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej L
narysowac przyblizony przebieg wykresu tej funkcji. Przyjaé, ze trwato$¢ tozyska jest opisana roz-
ktadem Weibulla o parametrach: a = 9/8, A =0,1053/L{,.

Zadanie 2.20

W projekcie wirdwki przewidziano podparcie jej watka tozyskami tocznymi — kulkowym i wal-
cowym. Trwato$¢ nominalna tozyska walcowego, wyznaczona na podstawie znanego jego obciaze-
nia i warunkow jego pracy w wirdwcee (w tym jakosci uszczelnienia), wynosi L, = 742 mln obrotow
lozyska. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo nieuszkodzenia tego tozyska w czasie uzytkowa-
nia wiré6wki, podczas ktorego tozysko wykona L = 0,5L,, obrotow. Przyjaé, ze trwatos§¢ tozyska L
jest opisana rozktadem Weibulla o parametrach: a = 9/8, 1 =0,1053/L],.

Zadanie 2.21

W projekcie wirdwki przewidziano podparcie jej watka tozyskami tocznymi — kulkowym i wal-
cowym. Trwato§¢ nominalna tozyska walcowego, wyznaczona na podstawie znanego jego obciaze-
nia i warunkow jego pracy w wirdwcee (w tym jakosci uszczelnienia), wynosi L, = 742 mln obrotow
lozyska. Nalezy wyznaczy¢ mediang trwalosci tozyska L, przy zatozeniu, Ze zmienna losowa L jest
opisana rozktadem Weibulla o parametrach: a = 9/8, 4 =0,1053/L{,.

Zadanie 2.22

Przyjmuje sig, ze elektrownia wiatrowa moze funkcjonowac, jesli predko$é wiatru jest nie
mniejsza niz 4 m/s. Do opisu rozktadu predkosci wiatru v w przyjetym okresie najlepiej pasuje
rozktad Weibulla, a jego parametry a i A zaleza gtéwnie od potozenia geograficznego elektrowni
i od wysokosci, na ktorej usytuowana jest o$ wirnika. Na podstawie pomiaréw dokonanych w jed-
nej z gmin wojewddztwa dolnos$laskiego na wysokosci 48 m mozliwe bylo oszacowanie obu para-
metréw zmiennej losowej v, charakterystycznych dla tej lokalizacji i czasu 1 roku. Wynosza one:
a=2,35m/s, 1=0,025. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo przekraczania w skali 1 roku
przez wiatr predkosci v, = 4 m/s.

ROZKEAD WYKEADNICZY

Zadanie 2.23

Ustalono, ze $rednia trwato$¢ zarowek w reflektorach wynosi 15000 h. Przyjmujac, ze czas
zdatnosci T tych zarowek ma rozklad wyktadniczy, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwanag i media-
ng tej zmiennej losowe;.

Zadanie 2.24

Trwalo$¢ T pewnego urzadzenia ma rozktad wyktadniczy. Warto$¢ oczekiwana tej trwalosci
ET = 1500 h. Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ funkcji niezawodnosci urzadzenia w czasie = 800 h oraz
prawdopodobienstwo wystapienia w tym czasie niesprawnos$ci urzadzenia. Uzyskane wyniki nalezy
przedstawi¢ na tle wykresu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej 7.
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Zadanie 2.25

Przedstaw przyblizony przebieg wykresu gestosci prawdopodobienstwa f(x) = Ae™™" zmiennej
losowej x o rozktadzie wyktadniczym, przy czym A =0,025 1/rok. Wyznacz warto$¢ oczekiwa-
ng Ex zmiennej x oraz prawdopodobienstwo P{x > Ex}, wiedzac, ze dystrybuanta analizowanej
zmiennej losowej wynosi Q(x) =1-¢™**. Zaznacz na narysowanym wykresie polozenie warto$ci
oczekiwanej oraz przedstaw graficznie wielko$¢ Q(x) dla x = Ex.

—Ax

Zadanie 2.26

Przedstaw przyblizony przebieg wykresu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x

o rozktadzie wyktadniczym, przy czym A =0,10 1/rok.

a) Okresl bez obliczen, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa x przyjmie war-
to$¢ wigksza niz zero.

b) Oblicz prawdopodobienstwo P{x > 10 h}, wiedzac, ze dystrybuanta analizowanej zmiennej
losowej wynosi Q(x) =1—e **. Na narysowanym wykresie przedstaw graficznie i w sposob
przyblizony wielko$¢ wyznaczonego prawdopodobienstwa.

Zadanie 2.27

Zmienna losowa x ma rozklad wyktadniczy, przy czym parametr A =0,6. Nalezy narysowa¢
przyblizone przebiegi wykresow gestosci prawdopodobienstwa i dystrybuanty tej zmienne;j.

Zadanie 2.28

Zmienna losowa x ma rozktad wyktadniczy o parametrze A. Nalezy sporzadzi¢ wykresy ge-
stosci prawdopodobienstwa tej zmiennej odpowiadajace warto§ciom parametru 4 =0,5 i 1 =0,2.
W odniesieniu do obu tych przypadkdéw nalezy wyznaczy¢ wartosci oczekiwane i mediany zmien-
nej x oraz zaznaczy¢ ich potozenie na rysunku.

Zadanie 2.29

Na podstawie badan samolotu bezzatogowego stwierdzono, ze czas ¢ uplywajacy do uszkodze-
nia poktadowego uktadu sterowania ma w przyblizeniu rozktad wyktadniczy, a $rednia warto$¢ tego
czasu wynosi 3000 h. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo poprawnego funkcjonowania uktadu
w czasie misji trwajacej #, = 10 h.

Zadanie 2.30

Na podstawie badan samolotu bezzalogowego stwierdzono, ze czas ¢ uptywajacy do uszkodze-
nia poktadowego uktadu sterowania ma w przyblizeniu rozktad wyktadniczy, a §rednia warto$¢ tego
czasu wynosi 3000 h. Nalezy wyznaczy¢ odchylenie standardowe o zmiennej losowej ¢ oraz jej
mediane.

Zadanie 2.31

Wiadomo, Ze czas T uptywajacy do uszkodzenia poktadowego uktadu sterowania samolotu bezzato-
gowego ma w przyblizeniu rozklad wykfadniczy, przy czym parametr tego rozktadu A =0,33-107 1/h.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo uszkodzenia tego uktadu w czasie lotu trwajacego ¢ = 30 minut.

Zadanie 2.32

Czas 7 uplywajacy migdzy kolejnymi zgloszeniami zapotrzebowania na interwencj¢ poje-
dynczej jednostki ratowniczej w jednym z duzych miast Polski ma rozktad wyktadniczy o para-
metrze A=87-107 1/h. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 1 godziny po
rozpoczgceiu poprzedniej akcji ratowniczej pojawi si¢ w jednostce ratowniczej kolejne zgtoszenie.
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Zadanie 2.33

Na podstawie danych o wypadkach rejestrowanych w pewnej firmie budowlanej stwierdzo-
no, ze prawdopodobienstwo zajscia wypadku $miertelnego w tej firmie w ciagu 1 roku wynosi
O(1) = 88-10°. Przyjmujac, ze czas 7 uplywajacy w tej firmie migdzy kolejnymi wypadkami
smiertelnymi ma rozktad wyktadniczy, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana tego czasu.

Zadanie 2.34

Trwalos¢ T pewnego urzadzenia w samolocie pasazerskim ma rozktad wyktadniczy, a warto$¢
oczekiwana tej zmiennej losowej ET=450-10° h. Nalezy wyznaczy¢ czas uzytkowania urzadzenia,
by prawdopodobienstwo jego nieuszkodzenia byto nie mniejsze niz 0,998.

Zadanie 2.35

W celu okreslenia niezawodnosci pewnego typu predkosciomierza przeprowadzono badania
doswiadczalne odpowiednio dobranej liczby egzemplarzy tych urzadzen. Na podstawie uzyskanych
wynikow stwierdzono, ze trwato$¢ T predkosciomierza ma rozktad wyktadniczy o wartosci ocze-
kiwanej ET = 7-10° h. Nalezy wyznaczy¢ czas funkcjonowania, po ktorym prawdopodobienstwo
uszkodzenia pojedynczego egzemplarza prgdkosciomierza wzrosnie do wartosci 0,05.

2.6. FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH CIAGLYCH

FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ LOSOWEJ

Inzynier ma w swojej praktyce do czynienia z wielko$ciami, ktore sa funkcja-
mi innych wielkosci. Jesli na przyktad wielkosc¢ y jest funkcja jednej wielkosci x,
czyli y=w(x), a x jest traktowana jako zmienna losowa, to y tez jest zmienna
losowa, przy czym zwigzek migdzy nimi ma posta¢ y =y (x).

Najprostsza postacia funkcji i jest funkcja liniowa

y=ax+b, (2.102)

gdzie a 1 b sg wielko$ciami zdeterminowanymi. Przyktadami takiej relacji w inzy-

nierii mechanicznej moga by¢ zwiazki migdzy:

— naprgzeniem (p) i obcigzeniem (x), np. o postaci 7 =M /W, przy czym 7 to
napregzenia tnace w okreslonym przekroju watka skrecanego momentem M,
a W jest wskaznikiem przekroju na skrecanie,

— odksztalceniem (y) i obciazeniem (x), np. o postaci € = MI/GI , przy czym &
to odksztatcenie skretne watka na dtugosci / skrgcanego momentem M, a [, jest
biegunowym momentem bezwtadnosci przekroju watka,

— sila tarcia (y) 1 wspotczynnikiem tarcia (x) w polaczeniu ciernym dwoch ele-
mentoéw, np. o postaci T =au, przy czym T to sita tarcia na wspolnej po-
wierzchni obu elementdéw, natomiast a jest wielko$cia odwzorowujaca inne
cechy potaczenia (patrz przyktad 2.23).
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Posta¢ funkcji w bywa czasami bardziej ztozona niz posta¢ funkcji liniowe;.
W obszarze inzynierii mechanicznej wystgpuja na przyktad funkcje:

y=ax", (2.103)

z wyktadnikiem »n > 1, lub

y=—, (2.104)
X
z wyktadnikiem n > 1, przy czym a jest wspotczynnikiem zdeterminowanym.

Przyktadem funkcji (2.103) jest zalezno$¢ migdzy trwaloScia zmeczenio-
wa (p) elementu urzadzenia i granica zmeczenia (x) materiatu elementu, o posta-
ci N=Z"N, /7", przy czym N to trwato$¢ zmgczeniowa jako funkcja granicy
zmeczenia Z i zmiennych naprezen o statej zdeterminowanej wartosci maksymal-
nej 7, a N, 1 wspolezynnik 7 to wielko$ci charakteryzujace wykres zmeczeniowy
materiatu elementu.

Przyktadem funkcji (2.104) jest zalezno$¢ migdzy trwato$cia tozyska $li-
zgowego (p) 1 podatnoscia (x) materialu panewki na zuzycie cierne, o postaci
t = Alcop, przy czym t to trwato$¢ tozyska jako funkcja: dopuszczalnego zuzy-
cia A, podatno$ci ¢ materiatu panewki na zuzycie, predkosci poslizgu v czopa
watka w stosunku do panewki, p —naciski jednostkowe na powierzchni wspolpra-
cy czopa i panewki.

W kazdej z takich postaci funkcji y =y(x) zaktadamy, ze znana jest ggstos¢
prawdopodobienstwa f(x) zmiennej losowej x, a poszukujemy rozktadu zmien-
nej y, np. w postaci jej gestosci prawdopodobienstwa g(v). Wyrazenie wiazace ze
soba obie gestosci ma czesto forme [3, 5]

()
dy
gdzie x(y) jest funkcja odwrotng do funkcji . Mozna je jednak stosowa¢ tylko
wtedy, gdy spetnione sa pewne zatozenia, np. gdy funkcja w jest rozniczkowal-
na i monotoniczna. W ogdlnym przypadku do wyznaczenia rozktadu prawdopo-
dobienstwa zmiennej y czgsto wygodniejsze jest wykorzystanie zwiazku migdzy

dystrybuantami zmiennych y i x 3, 5].

g = flx»)]: : (2.105)

PRZYKLADY

Przykrap 2.21

Dwie wielkosci traktowane jako zmienne losowe sa zwiazane funkcja o postaci

y=3x+2b, (2.106)
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przy czym zmienna x ma rozktad normalny o gestosci

2
X

1 =
f)=—=c
2n
i parametrach: Ex=0, o =1. Nalezy wyznaczy¢ posta¢ gestosci zmiennej losowej
y oraz jej parametry.

(2.107)

Rozwigzanie

Postawiony cel osiagniemy, korzystajac ze wzoru (2.105). Zauwazmy, ze
funkcja odwrotna do funkcji (2.106) ma postac
y—2

x()’)=T,

a jej pochodna wzgledem y
de(y) _1
d 3

Po podstawieniu tych wyrazen do wzoru (2.105) otrzymujemy jego posta¢ odpo-
wiadajaca funkcji (2.106)

_(r=2)1
g(y)—f( 3 j3- (2.108)

Zatem postac rozktadu si¢ nie zmienia, zmienia si¢ natomiast argument w funk-

cji f, mianowicie argument x jest zastapiony przez

Poniewaz gestos¢ f(xx) zmiennej x ma postac (2.107), wiec gestos¢ zmienne;j y,
zgodnie z wyrazeniem (2.108), ma postac

g()’)=Ee 5

Po przeksztatceniach uzyskujemy inng forme tego wzoru, mianowicie

(»-2)’
2
e 23 .

Wrynika z niej, ze zmienna y ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej Ey = 2
i odchyleniu standardowym o =3. Uzyskany rezultat jest zilustrowany na rysun-
ku 2.28.
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g
0,4.9.-,..“‘ Ax) oo=1
Ny 0,=3
3 -2 -1 ¢ 1 3 s 8 x
Ey=2 Y

Rys. 2.28. Ggstosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x i zmiennej losowej y

PrzykraDp 2.22

Dwie wielkos$ci traktowane jako zmienne losowe sa zwiazane funkcja o postaci
y=x (2.109)

przy czym zmienna x ma rozktad normalny o gestosci

2
x

S(x)= L (2.110)

J2n

i parametrach: Ex =0, o =1. Nalezy wyznaczy¢ posta¢ ggstosci zmiennej losowej p.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze funkcja (2.109), czyli funkcja y, nie jest monotoniczna. Roz-
ktad prawdopodobienstwa zmiennej y okreslimy wigc inaczej niz w poprzednim
przyktadzie, poniewaz wzor (2.105) jest stuszny w przypadku funkcji monoto-
nicznych. Najpierw wyznaczymy dystrybuante, a nastepnie gestos¢. Dystrybuan-
ta ta wynosi

0,(»)=P{y<y}=Px* <y} =P~y <x <y} =0.(/») - 0. (~»).

Zatem gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej y

_40,(») _do.(Jy) do.(—y) _ 1 2111
E=—g g o 2\/—f(f)+ \/—f( Jr). @111

73



Po wprowadzeniu do tego wyrazenia wzoru (2.110) otrzymujemy poszukiwa-
ng gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej y

()=
g =

dlay >0, a w przedziale y <0 funkcja g(y) = 0. Z postaci funkcji (2.112) wynika,
ze w przedziale warto$ci y > 0 jest to funkcja malejaca (rys. 2.29).
Latwo mozna tez sprawdzi¢, ze wyrazenie (2.5)

Y

e 2, (2.112)

Ig(y) dy =1,
w odniesieniu do funkcji (2.112) jest spetnione, co potwierdza, iz funkcja ta jest
gestoscia prawdopodobienstwa (uwaga: potrzebne w tym sprawdzeniu catkowa-

nie mozna uprosci¢, wykonujac podstawienieu =/ y).

fi
g

Sx)

0,107

Rys. 2.29. Gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej x i zmiennej losowej y

PrzykeraD 2.23

W polaczeniu skurczowym wienca kota zgbatego z korpusem kota (rys. 2.30)
obciazenie w postaci momentu obrotowego jest przenoszone miedzy tymi czg-
$ciami kota dzigki obwodowe;j sile tarcia 7 rozwijanej na ich wspolnej powierzch-
ni. Sita ta jest okreslana za pomoca wzoru

T=udp, (2.113)

gdzie: p — wspotczynnik tarcia na wspolnej powierzchni, 4 — pole powierzchni
styku obu elementow, p — naciski jednostkowe powstate na tej powierzchni po
obkurczeniu si¢ ogrzanego wienca na korpusie kota w wyniku wyréwnania tem-
peratur.
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powierzchnia
/ styku
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v
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KNSR
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200
40

Rys. 2.30. Polaczenie cierne dwoch elementow kota zgbatego

Wspotezynnik tarcia ma duze rozrzuty losowe opisane w przyblizeniu za po-
moca rozktadu normalnego o wartosci oczekiwanej i odchyleniu standardowym
rownym odpowiednio: m = 0,13, o =0,01. Przy zatozeniu, ze wielkosci 4 1 p sa
zdeterminowane i wynosza: 4 =25,12- 107 m? p = 1 MPa, nalezy znalez¢ rozktad
prawdopodobienstwa sily tarcia w polaczeniu ciernym.

Rozwiqzanie

Z tresci przyktadu wynika, ze wspotczynnik tarcia jest traktowany jako zmien-
na losowa u o gestosci prawdopodobienstwa
. ~(u-0,13)
fu)=———=e 2000 (2.114)
0,01v2m
Sita tarcia T na powierzchni styku potaczonych elementdéw jest wige rOwniez
zmienna losowa, zwiazang ze zmienna g funkcja

T = udp. (2.115)

Jest to funkcja monotoniczna, zatem rozktad zmiennej losowej T mozemy
okresli¢ przy uzyciu wyrazenia (2.105). Aby tego dokona¢ znajdujemy funkcje
odwrotna do funkcji (2.113)

T

““

oraz jej pochodng wzgledem T
() 1.

dr  4p
Zatem, zgodnie z wyrazeniem (2.105), gesto$¢ zmiennej 7 ma ogodlna postaé

T 1
et
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Po podstawieniu danych otrzymujemy wyrazenie (sita T jest w nim okreslana
w kN)

T 1
T = . =
&) f{25,12-1o-3-1-10"’-10‘3j 25,12-107-1-10°-10

1 7 T 1
25,127 125,12 ) | kN |

Zatem posta¢ funkcji g jest taka jak funkcji f, czyli zmienna losowa T ma rozktad
normalny. Zmienia si¢ natomiast argument w funkcji f, mianowicie argument u
nalezy zastapic przez 7/25,12. Gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej T przybie-
ra wigc forme
T 2
[TJZ—O,B]

1 1 e
T)= . e 2000 T1/kN],
sM=31 0,012

ktorej po uporzadkowaniu (i zaokragleniach) nadajemy postaé
| (r-3.27)
2:0,25%

g(T) 0,25\/%6 [1/kN].

Z tak wyprowadzonego wzoru wynika, ze sila tarcia 7 na powierzchni sty-
ku taczonych elementow ma rozktad normalny o parametrach: ET = 3,27 kN,
or =0,25 kN.

W celu zilustrowania takiego rezultatu sporzadzmy jeszcze wykres gestosci
g(7T). Jest on pokazany na rysunku 2.31. Uzyskany rezultat w postaci rozktadu
prawdopodobienstwa sily tarcia w potaczeniu ciernym moze by¢ wykorzystany
do analizy niezawodnosci potaczenia pod wplywem zewngtrznej sily, mogacej
doprowadzi¢ do wzglednego poslizgu polaczonych elementow.

g A [1/kN]
1,501
1,00 or=0,25
0,501
o 1 2 3 4 TN

ET=327

Rys. 2.31. Gesto$¢ prawdopodobienstwa sity tarcia w potaczeniu ciernym dwoch elementow
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PrzykrAD 2.24

Dominujacym zjawiskiem fizycznym prowadzacym do niesprawnosci tozy-
ska §lizgowego jest zuzycie cierne panewki, objawiajace si¢ powigkszaniem luzu
mie¢dzy powierzchnia wewngtrzna panewki i powierzchnia czopa watka. Matema-
tyczny model przyrostu A luzu ma postac

A=cupt, (2.116)

gdzie: ¢ — wspdtczynnik charakteryzujacy podatno$¢ na zuzycie cierne materiatu
panewki, v — predkos¢ poslizgu czopa watka w stosunku do panewki, p — usred-
nione naciski na powierzchni panewki, ¢ — czas funkcjonowania tozyska. Przy
zatozeniu, ze wielkosci A, v i p sa zdeterminowane i znane, a wspotczynnik po-
datnos$ci ¢ ma istotne rozrzuty losowe opisane za pomocg rozktadu normalnego
o znanej wartosci oczekiwanej m 1 odchyleniu standardowym o, nalezy okresli¢
rozktad czasu ¢ poprawnego funkcjonowania tozyska slizgowego.

Rozwiqzanie

Z modelu o postaci (2.116) przyrostu luzu w tozysku wynika, ze zwiazek mig-
dzy zmienng losowa # i zmienna losowa ¢ ma postaé

f=—1. (2.117)

Przyjmujemy, ze wspotczynnik ¢ ma wartosci dodatnie, a ucigcie rozktadu tej
zmiennej losowej w zerze nie ma praktycznego znaczenia. Rozklad tej zmiennej
losowej okreslimy przy uzyciu wyrazenia (2.105). Wczesniej w celu uproszczenia
zapisu wprowadzmy oznaczenie

A_y 2.118)
vp
Zatem zwiazek (2.117) zapisujemy w formie (zdeterminowanej)

t= é (2.119)
c

Aby skorzystac z wyrazenia (2.105), znajdujemy funkcjg odwrotna do funkcji (2.119)
A

c=—

t
oraz jej pochodna wzgledem ¢
de(r) 4

dt £
Zgodnie z wyrazeniem (2.105), ggstos¢ zmiennej £ ma wigc 0golna postac

A) A
g(t)—f(Tj't—z-
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Funkcja f okresla gesto$¢ rozktadu normalnego wyrazona przez wzor (2.16). Ko-
rzystajac z tego wzoru, nadajemy gestosci zmiennej ¢ postac

4 ¥V
oo b

== e 2. 2.120
8= olom (2.120)

Posta¢ ta jest nietypowa, dlatego po wyznaczeniu kilku wartosci funkcji g(7)
sprébujemy ja zilustrowac. Jednak, aby tego dokonaé, przyjmiemy do obliczen
szacunkowe dane dotyczace wielkosci wystepujacych w wyrazeniu (2.120). Na
podstawie informacji literaturowych mozemy zatozy¢, ze m = 1,3-107'® m?/N,
a 0=0,15-10"° m?N. Wielko$¢ 4 oszacowana w odniesieniu do pewnego lozy-
ska $lizgowego wynosi 4 = 8,3-10* m?-h/N. Po podstawieniu tych szacunko-
wych danych do wyrazenia (2.120) przybiera ono forme

2210 )
g(t)= : e 0,045
t

[1/h].

Przy jego uzyciu wyznaczamy kilka warto$ci funkcji g (tab. 2.6) i na tej podstawie
sporzadzamy rysunek 2.32. Jak wida¢ na rysunku, rozktad trwatosci analizowane-
go tozyska §lizgowego jest lekko niesymetryczny, a réznica migdzy najwigkszymi
1 najmniejszymi realizacjami zmiennej losowej ¢ jest duza.

Tabela 2.6. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa g(7)

¢[h] 500 | 550 | 600 | 638,55 | 650 | 700 | 750 | 800 | 900
g®[10°h] | 050 | 2,75 | 526 | 542 | 517 | 337 | 1,71 | 075 | 0,11

gA[107/h]
6,07
4,07
2,0
0 : . . . : : : : -
100 300 500 700 t[h]

7=638,5

Rys. 2.32. Ggsto$¢ prawdopodobienstwa trwatosci tozyska §lizgowego
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FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH LOSOWYCH

W praktyce analiz inzynierskich spotykane sa sytuacje, gdy na analizowana
wielko$¢ z wptyw ma wigcej niz jedna wielko$¢, np. x, y, ..., o wzglednie du-
zych rozrzutach losowych. Jesli chee si¢ uwzgledni¢ wptyw na wielko$¢ z takze
tych rozrzutow, to nalezy okresli¢ funkcje z = w(x, y, ...) iznalez¢ jej rozklad,
np. gestos¢ prawdopodobienstwa g(z). W literaturze dotyczacej zagadnien proba-
bilistyki sa prezentowane metody umozliwiajace wyprowadzanie w takich przy-
padkach wzorow na ggstos¢ g(z). W niniejszym opracowaniu ograniczymy si¢
do najprostszych przypadkow funkcji z= w(x, y, ...), ale czesto spotykanych
w praktyce, szczegdlnie inzynierskie;.

Taka funkcja y, najbardziej popularna w opracowaniach z zakresu probabilisty-
ki i najobszerniej opisywana, jest suma zmiennych losowych niezaleznych o postaci

zZ=x+y. (2.121)

Pojecie zaleznosci migedzy zmiennymi losowymi i ich wptywu na rozktady funk-

cji zmiennych losowych jest wyjasnione w dalszym tekscie.
Relacji o postaci (2.121) jest w inzynierii mechanicznej duzo. Wielkos$¢ z moze

byc na przyktad:
catkowita strata energii przy jej przeplywie przez dwa (lub wiecej) zespoty
mechaniczne,

— suma obciazen lub naprezen,

— catkowitym czasem funkcjonowania obiektu zlozonego z elementu podstawo-
wego i elementu rezerwowego,

— zapasem wytrzymatosci elementu mechanicznego, rozumianym jako réznica mig-
dzy wytrzymato$cia materiatu elementu i panujacym w nim naprezeniem albo
jako réznica migdzy sita niszczaca element i sitg ten element obciazajaca itd.

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej z jest nazywany kompozycja
lub splotem rozktadéw zmiennych x, y, ... Gesto$¢ prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej z mozna wyznaczy¢ przy uzyciu wyrazenia

g(2)= [ £ (0, (z=x)dx,
lub (2.122)

g(@)= [ £ GE=0d,
gdzie 1, 1, to symbole gestosci prawdopodobienstwa zmiennych x 1 y. Jesli sktad-

nikow zmiennej z jest wigcej niz 2, rozktad jej mozna uzyskac na przyktad przez
kolejne stosowanie jednego ze wzorow (2.122).
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Inny sposdb, cho¢ zblizony do ujetego wzorami (2.122), polega na wezesniej-
szym wyznaczeniu dystrybuanty zmiennej z przy uzyciu wyrazenia

0(:)- M(x){ Ify(u)du}dx,
ub (2.123)
0(2)= [ mw{ [ fx(u>du}dy,

a nastgpnie gestosci jako pochodnej dystrybuanty.

Korzystajac ze wzorow (2.122) lub (2.123), mozna udowodni¢, ze suma nieza-
leznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych ma takze rozktad normal-
ny. To jeden z niewielu rozktadow majacych taka szczegdlna ceche.

Z funkcja (2.121) wiaze sig¢ wazne w probabilistyce i w praktyce tak zwane
centralne twierdzenie graniczne. Przy pewnych zatozeniach mozna je sformu-
lowac na przyktad nastepujaco:

suma niezaleznych zmiennych losowych ma rozktad asymptotycznie normaliny.

Oznacza to w praktyce, ze kompozycja n rozktadow zdaza do rozktadu nor-
malnego wraz ze wzrostem liczby n sktadnikéw kompozycji. Na pogladowym
rysunku 2.33 pokazane jest, ze to zblizanie si¢ do rozktadu normalnego sumy
zmiennych losowych, nawet tak réoznych od rozktadu normalnego, jak rozktad
jednostajny, jest szybkie. W praktyce mozna zatem przyjmowac, ze suma juz 3
lub 4 niezaleznych zmiennych losowych ma w przyblizeniu rozktad normalny.

f(x) —» gdzie x — zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym

S
g : _
@ (y) —» gdzie y=x+x
®
N
7’ N L et%e,
4 \
4 N o
4 .\
’ \
4 o \ . .
e AN ., g(z) —» gdzie z=x+x+tx
J kS AN './
7 o N *
’ N
4 \
7/ A Y
4 N
4 A Y
’ o’ A Ce,
Vi veo® N cea,
Looers Se e,
2 8 16 24

N wY

Rys. 2.33. Przyktad zbieznos$ci rozktadu sumy zmiennych losowych do rozktadu normalnego
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Posta¢ funkcji z= y(x, y, ...) stosowana w praktyce analiz iloSciowych,
zwlaszcza analiz inzynierskich, raczej rzadko bywa bardziej ztozona niz posta¢
(2.121). W obszarze inzynierii mechanicznej sa to na przyktad funkcje:

z=xp, (2.124)
lub
z=> (2.125)
y

Przyktadem funkcji (2.124) moze by¢ zalezno$¢ migdzy sita tarcia (z) na gra-
nicy dwoch elementéw a sita (x) ich wzajemnego oddziatywania na siebie oraz
wspotczynnikiem tarcia (y), o postaci T = uP.

Przyktadem funkcji (2.125) moze by¢ zaleznos¢ migdzy trwatoscia zmecze-
niowa (z) elementu urzadzenia a granica zmeczenia (x) materiatu elementu oraz
maksymalnymi zmiennymi naprezeniami (y), o postaci N=Z"N, o’ ", przy
czym N to trwato$¢ zmeczeniowa jako funkcja granicy zmeczenia Z i zmiennych
naprezen o warto$ci maksymalnej 7, a N, 1 wspotezynnik n to wielkosci charak-
teryzujace wykres zmeczeniowy materialu elementu.

W kazdej z postaci (2.121), (2.124) 1 (2.125) funkcji z= w(x, y, ...) zakla-
damy, ze znane sa gestosci prawdopodobienstwa zmiennych losowych, od kto-
rych zalezy zmienna z, a poszukujemy rozkladu zmiennej z, np. w postaci jej
gestosci prawdopodobienstwa g(z).

Gestos$¢ prawdopodobienstwa zmiennych z okreslonych przez funkcje (2.124)
1(2.125) mozna znalez¢ na przyktad przy uzyciu wzoréw [3, 5]:

— w odniesieniu do pierwszej z nich (czyli bedacej iloczynem zmiennych losowych)

gn—jfuv( ]|| (2.126)

przy czym x # 0,
— w odniesieniu do drugiej (czyli bedacej ilorazem zmiennych losowych)

g(2)= [ L0010 dy. (2.127)

Wyznaczanie przy uzyciu tych wzoréow funkcji g(z) jest czesto dos¢ ztozone,
dlatego w praktyce inzynierskiej poszukuje si¢ przyblizonych postaci gestosci
g(z). Dokonuje sig tego na przyktad poprzez linearyzacjg funkcji z = w(x, y, ...)
i sprowadzanie jej do postaci (2.121). Niedoktadno$ci wynikajace z takiego przy-
blizenia sa tym mniejsze, im mniejsze sa losowe rozrzuty zmiennych x, y, ...

Uwaga: Alternatywna metoda poszukiwania przyblizonych postaci ggstosci g(z) jest metoda symu-
lacyjna (metoda symulacji), ktora jest szczeg6lnie popularna w przypadku korzystania ze specjali-
stycznego pakietu obliczen statystycznych. Metoda ta polega na wielokrotnym losowaniu (np. przy
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uzyciu programu Excel) realizacji zmiennych losowych x, y, ... z ich zalozonych rozktadéw i ob-
liczaniu wartosci zmiennej losowej z przy uzyciu wyrazenia z = (//(x, Y, ...). Otrzymany metoda
symulacji zbior warto$ci zmiennej z moze by¢ wykorzystany do analiz w identyczny sposob, jak
wyniki pomiaréw otrzymane z rzeczywistego eksperymentu, np. do statystycznego okreslania po-
szukiwanych jej parametrow (patrz podrozdz. 5.2).

Dostatecznie duzy zbidr otrzymanych wartosci z moze by¢ wykorzystany do sporzadzenia od-
powiedniego histogramu oraz dopasowaniu przyblizonego przebiegu krzywej gestosci prawdopo-
dobienstwa i wskazania postaci matematycznej rozktadu zmiennej z (patrz podrozdz. 2.1). Bardziej
precyzyjny dobor postaci matematycznej wymaga znajomosci testow zgodnosci, co jednak wykra-
cza poza zalozony program niniejszego skryptu.

Autorzy zachgcaja czytelnika do blizszego zaznajomienia si¢ z praktyka metody symulacji,
ograniczajac si¢ w niniejszym skrypcie tylko do podania wstgpnych wskazoéwek umozliwiajacych
rozwiazanie ta metoda jednego z przyktadow (patrz przyktad 2.28).

Zmienne losowe uwzgledniane w analizach, np. inzynierskich, moga by¢ mig-
dzy soba wzajemnie zalezne. Przyktadami istnienia zalezno$ci migdzy zmienny-
mi moga by¢:

— masa i wzrost cztowicka,

— obciazenie i odksztatcenie elementu maszyny,

— czas miedzy uszkodzeniami tozysk podpierajacych o§ w samochodzie,
— obciazenia dwoch tozysk podpierajacych wal maszyny.

Zmienna y jest niezalezna od zmiennej x, jesli rozktad zmiennej y nie zalezy
od wartos$ci x, ktora moze przybrac¢ druga z nich. Matematycznie mozna to zapisaé
w postaci relacji

gyIx)=g(), (2.128)

stusznej dla dowolnej wartosci x. Symbol g(y|x) oznacza warunkowa ggstosé
zmiennej y, okreslona dla wartosci x (np. x,) zmiennej x.

Cecha niezaleznos$ci okre$lona przez relacje (2.128) jest przedstawiona w spo-
sob pogladowy na rysunku 2.34.

Zmienna losowa y jest zalezna od zmiennej losowe;j x, jesli zrealizowana war-
to$¢ zmiennej x ma wptyw na rozktad zmiennej y, czyli

g(y|x)=g). (2.129)

Mozna t¢ cechg zilustrowac na przyktad tak, jak na rysunku 2.35.

W praktyce czgsto pomija si¢ zalezno$ci migdzy zmiennymi losowymi, gdyz
ich ,,sita” jest w wigkszo$ci przypadkow wzglednie mata, a decyzja taka ulatwia
analizy. Jesli te zaleznosci sa jednak na tyle silne, ze chcemy je w modelach ob-
liczeniowych i analizach uwzgledniaé, to wowczas mozna tego dokonaé na przy-
ktad przy uzyciu wspolczynnika korelacji. Ta jedna z prostszych miar, okresla-
jaca w sposob przyblizony zaleznosci miedzy dwoma zmiennymi losowymi x iy,
jest definiowana przez wyrazenie

_cov(x,y)
- 0.0,

: (2.130)

82



gdzie: o, i o, — odchylenia standardowe obu zmiennych, cov(x, y) — kowarian-
cja tych zmiennych. Kowariancja wyraza si¢ przez inne wielkos$ci nastgpujaco:

cov(x, y)=E(xy)—ExEy, (2.131)

przy czym Ex, Ey i E(xy) to wartosci oczekiwane zmiennych oraz ich iloczynu.

gWlx) = glxy) = gylxs) =+ -~

g

::'5'»'5'-'-:\ D
realizacja pary wartosci
zmiennych losowych x iy

x
Rys. 2.34. Tlustracja niezaleznosci zmiennej losowej y od zmiennej losowej x (np. sity P obciazaja-
cej element maszyny od granicy wytrzymalosci R,, materialu elementu)

g0lx) #gOlx,) =glxy) = - - -
g

X, x
Rys. 2.35. Przyktad zalezno$ci zmiennej losowej y od zmiennej losowej x (np. masy m ciala czto-
wieka od jego wzrostu H)
Warto$ci wspotczynnika korelacji sa zawarte w przedziale
-1<p <.

Im jest wigksza warto$¢ | p|, tym zalezno$¢ miedzy zmiennymi losowymi jest
silniejsza, a w granicznym przypadku, gdy p ==1, cata,, masa prawdopodobien-
stwa” jest skoncentrowana na prostej y = ax + b, przy czym a i b sa zdetermino-
wanymi wielko$ciami.
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Zalezno$¢ migdzy zmiennymi x i y wptywa gléwnie na rozmiar rozrzutu loso-
wego zmiennej z, bedacej funkcja tych zmiennych, okreslany na przyktad przez
odchylenie standardowe o ..

WLASCIWOSCI PARAMETROW FUNKCJI ZMIENNYCH LOSOWYCH

Warto jeszcze przytoczy¢ wlasciwosci parametrow wybranych zmiennych lo-
sowych, ktore sa funkcjami innych zmiennych losowych. Zatem, warto$¢ oczeki-
wana i odchylenie standardowe
— wielkosci zdeterminowanej c:

Ec=c, o0,=0; (2.132)
— funkcji liniowej jednej zmiennej losowej:

E(ex)=cEx, o, =co,; (2.133)
— sumy zmiennych losowych:

E(xiy)zExi Ey, axiyz\/of+0'§i2paxay ; (2.134)
— iloczynu zmiennych losowych niezaleznych:

E(xy)zEx-Ey (2.13%)

Takie i inne parametry bardziej zlozonych funkcji zmiennych losowych moz-
na wyznaczaé, korzystajac ze wzorow definiujacych te parametry, np. wzoréow
(2.10)—(2.12).

PRZYKLADY

PrzykeaD 2.25

W fazie ladowania samolotu zdarza si¢ czasami tak zwane twarde ladowanie. Na-
prezenia maksymalne o w osi kota podwozia (rys. 2.36) moga wowczas przekroczy¢
granicg R,, wytrzymato$ci doraznej materiatu osi, co oznacza jej zniszczenie.

Na podstawie odpowiednich pomiaréw stwierdzono, ze napre¢zenia o maja
duze rozrzuty losowe (w kolejnych tego typu ladowaniach), a ich rozktad prawdo-
podobienstwa jest normalny z parametrami: warto$¢ oczekiwana Eo =950 MPa,
wariancja Vo =95° (MPa)?. Granica R,, wytrzymato$ci materiatu osi ma takze
rozktad normalny o parametrach: ER,, = 1715 MPa, VR,, = 170> (MPa)>. Nale-
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zy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo 7 niezniszczenia osi podwozia przy jednym
twardym ladowaniu.

B o$ kota |
o i
i !
I\ u
i m
N (NP [ S - -
| 5 ).
i !
:f 1 D
| :
L !
! F j
I
I

/

zarys fragmentu kota

Rys. 2.36. Sita obciazajaca o$ podwozia helikoptera

Rozwiqzanie

Przyjmijmy, ze warunkiem niezniszczenia osi podczas twardego ladowania
jest dodatni znak zapasu wytrzymatosci A, okreslonego przez relacje

A=R, -0, (2.136)
czyli spetnienie relacji
A>0. (2.137)

Prawdopodobienstwo spetienia warunku (2.137) jest poszukiwanym prawdopo-
dobienstwem r niezniszczenia osi podwozia w rezultacie jednego twardego lado-
wania. Zatem

r=P{A >0} (2.138)

Mozemy je wyznaczy¢, opierajac si¢ na przyktad na wyrazeniu (2.6). Zgodnie
Z nim

r=1-0(0), (2.139)

gdzie Q(0) jest dystrybuanta zmiennej losowej A okreslona dla wartosci A = 0.
Aby te dystrybuantg wyznaczy¢, nalezy wczesniej okresli¢ rozktad zmiennej A.
W tym celu oprzemy si¢ bezposrednio na podanym wcze$niej stwierdzeniu, ze
zmienna losowa okreslona przez wyrazenie (2.136) ma rozktad normalny o para-
metrach podanych za pomoca wzorow (2.134).

Obie zmienne losowe, tzn. R,, i o, maja rozklady normalne o postaci okre-
Slonej przez wzor (2.16). Zaktadamy, ze wpltyw ucig¢ w zerze tych rozktadow
jest do pominigcia (fatwo mozna to udowodni¢) oraz ze zmienne te sa wzajemnie
niezalezne, czyli wspotczynnik korelacji p =0.
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Do wyznaczenia dystrybuanty Q(0) uzyjemy gotowych tablic wartosci dystry-
buanty standaryzowanego rozkladu normalnego zmiennej losowej y, ktorej zwia-
zek ze zmienng A, zgodnie z wyrazeniem (2.18), ma postaé

_A-FEA
N7

przy czym, zgodnie ze wzorami (2.134)

EA =ER,, —Eo =1715-950 = 765MPa,
VA =VR, + Vo =170% +95% =195% (MPa)’.
Zatem

_A-765
195

Ze wzoru (2.22) wynika, ze poszukiwana dystrybuanta Q(0) zmiennej A moze by¢
wyznaczona przy uzyciu wyrazenia

0465} =®(-3,92).

Z tablicy wartosci dystrybuanty ®(y) standaryzowanego rozktadu normalnego za-
mieszczonej w pozycji [5] (takze w Zalaczniku 1 1 w internecie) mozna odczytac
warto$¢ @(3,92) = 0,9999557. Przy uzyciu wyrazenia (2.23) wyznaczamy

Q(0)=(D(

®(-3,92) =1-®(3,92) =0,0000443.
Zatem zgodnie z wyrazeniem (2.139) otrzymujemy
r=1-0(0)=1-0,0000443 = 0,9999557,

co byto celem przyktadu.

PrzyxraD 2.26

Walek pewnego urzadzenia mechanicznego jest podparty dwoma jednakowy-
mi tozyskami $lizgowymi jednakowo obciazonymi (rys. 2.37). Powigkszanie si¢
luzu w kazdym z nich opisuje funkcja

X@t)=X,+ot, (2.140)
w ktorej: X, — luz poczatkowy, v — predko$¢ zuzywania si¢ wspolpracujacych

elementow, ¢ — czas funkcjonowania tozyska.
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panewka |

X(®)

Rys. 2.37. Lozysko §lizgowe

Zmienne losowe X, i  maja rozktady normalne o parametrach: EX,= 100 um,
VX, =100 (um)%, Ev = 0,05 pm/h, Vo =2-10" (um/h)%. Graniczna warto$¢ luzu,
po ktorej przekroczeniu tozysko traktuje si¢ jako uszkodzone, X, = 220 um. Na-
lezy:

1) wyznaczy¢ taki czas ¢ funkcjonowania tozyska, by prawdopodobienstwo jego

uszkodzenia nie przekroczyto 5%,

2) sporzadzi¢ przyblizony przebieg wykresu gestosci prawdopodobienstwa luzu

X(?), ktory moze powsta¢ w tozysku w wyniku jego funkcjonowania przez

wyznaczony okres f.

Rozwiqzanie

Ad 1) Wymaganie sformutowane w tresci przyktadu mozna zapisa¢ w formie
relacji

P{X(1)> X,.}=0,05,

w ktorej poszukiwana wielkoscia jest czas ¢, lub w postaci wygodniejszej do ob-
liczen

P{X(1)< X, }=0,95. (2.141)
Lewa strona relacji (2.141) to dystrybuanta Q(X) zmiennej losowej X(¢) = X (dla
okreslonego czasu ), zatem mozemy ja przedstawi¢ takze w postaci

0( X, )=0,95, (2.142)

przy czym X,, =220 pm.

Jak wynika z wyrazenia (2.140), zmienna losowa X zalezy od dwoch innych
zmiennych losowych, mianowicie od: zmiennej X, o rozkladzie normalnym i zna-
nych parametrach oraz od zmiennej losowej v¢ o rozktadzie normalnym i para-
metrach: E(v?) = tEv, V(v?) = # Vo . Zakltadamy, Zze zmienne losowe X, i v sa
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wzajemnie niezalezne. Jako suma zmiennych losowych o rozktadach normalnych
zmienna X ma takze rozktad normalny o gestosci prawdopodobienstwa

_ 1 7(X27VE;(()2
g(X)—We (2.143)
i parametrach
EX =EX, +E(vt)=EX, +t-Ev=100+0,05 pm, (2.144)
VX =VX, +V(vt)=VX, +#*-Vo=100+2-10"# (um)*. (2.145)

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, do wyznaczenia dystrybuanty Q(X,,),
wystepujacej w warunku (2.142), uzyjemy gotowych tablic wartosci dystrybuanty
standaryzowanego rozktadu normalnego zmiennej losowej y, ktora zgodnie z wy-
razeniem (2.18) przybiera postac

_X-EX

Jvx

Ze wzoru (2.22) wynika, ze poszukiwana dystrybuanta Q(X,,) zmiennej X wynosi

Xkr—EX)Z(D(ZZO—IOO—O,OStJ:q{ 120-0,05¢ J

Q(X r)=c1>(—
‘ JVx J100+2-107 7 100+2-107%72

Po podstawieniu tego rezultatu do warunku (2.142) uzyskujemy

q{ 120—0,05¢ ]:0’95_

V100 +2-107%42

Z tablic standaryzowanego rozktadu normalnego odczytujemy, ze argument y, dla
ktorego zwiazek ten jest spelniony, wynosi

120-0,05¢

V100 +2-107%¢*

Jest to rbwnanie z niewiadoma ¢. Jego rozwiazanie prowadzi do realnego wyniku
¢t = 1590 h (drugi wynik nalezy odrzuci¢ jako nierealny, np. na podstawie odpo-
wiadajacej mu wartosci EX).

=1,65.

Ad 2) Luz w tozysku zaistnialy w czasie ¢ = 1590 h jest zmienna losowa
X(1590) o rozktadzie normalnym i parametrach okreslonych przez wzory (2.144)
1(2.145), czyli wynoszacych

EX =100+0,05-1590 =179,5 pm,
VX =100+2-107 -1590% = 605,6 (um)’,
oy =VvVX =24,6 um.
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Wykres gestosci prawdopodobienstwa g(X) tego luzu sporzadzamy po wyzna-
czeniu przy uzyciu wzoru (2.143) kilku wartos$ci tej funkcji. Jest on zamieszczony
na rysunku 2.38. Dodatkowo na rysunku tym jest przedstawiony fragment wy-
kresu gestosci prawdopodobienstwa (X)) luzu w tozysku w chwili poczatkowe;,
czyli luzu poczatkowego.

t=0

g A[107%/um]

1,51

SXo) o(X) dlar= 1590h‘

1,07

0,5

100 200 X [pm]
EX=179,5

X =220

Rys. 2.38. Rozktad luzu w tozysku slizgowym w chwili poczatkowe;j i po czasie = 1590 h

Przyxkrap 2.27

W chwili wystapienia uszkodzenia elementu podstawowego w pewnym urza-
dzeniu elektronicznym wlacza si¢ automatycznie do funkcjonowania i zastgpuje go
w dziataniu drugi taki sam element nalezacy do tego urzadzenia. Czasy poprawnego
funkcjonowania obu elementow sa jednakowymi zmiennymi losowymi 7 o rozkta-
dzie wyktadniczym, przy czym parametr A =0,030 1/rok. Nalezy:

1) wyznaczy¢ gesto$¢ prawdopodobienstwa g(¢) czasu ¢ poprawnego funkcjono-
wania urzadzenia,
2) po obliczeniu kilku wartosci tej funkcji narysowaé wykres jej przebiegu.

Rozwigzanie

Ad 1) Dziatanie urzadzenia, o ktorym mowa w tresci przyktadu, mozna
przedstawi¢ w formie umownego schematu, pokazanego na rysunku 2.39,
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a czas t poprawnego funkcjonowania tego urzadzenia — jako sume¢ dwoch
zmiennych losowych =
L =7+7. (2.146)

Zaktadamy, ze zmienne losowe 7 sa wzajemnie niezalezne. Wyznaczymy naj-
pierw dystrybuante O(¢) zmiennej losowej ¢. Zastosujemy do tego jedno z wyra-
zen (2.123), ktore w rozwazanym przypadku przybieraja postaé

o= f,(r){ j f,(u)du:ldf. (2.147)
0 0

r |
| |
| |
O ¥ L O

A
r
[ ]
L 1

A

Rys. 2.39. Schemat funkcjonowania urzadzenia z elementem rezerwowym

Zmienna losowa 7 ma rozklad wyktadniczy o ggsto$ci wyrazonej przez wzor
(2.88), w analizowanym przypadku o postaci

fi(@)=2e. (2.148)

Po podstawieniu tego wzoru do wyrazenia (2.147) i po prostych przeksztatceniach
otrzymujemy

t|t—7 ¢
00 =] { | ﬂeludu}’iehdf = [[1-e aerdr =1- (14 ar)e.
ol o o
Stad gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej ¢ wynosi

g(t) = % =AM, (2.149)

Rozklad opisany przez tg funkcje jest jednym z rodzajow rozktadu gamma.

Ad 2) W celu narysowania wykresu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej
losowej # wyznaczamy kilka jej warto$ci. Sg one umieszczone w tabeli 2.7, a spo-
rzadzony na tej podstawie wykres jest przedstawiony na rysunku 2.40.

Tabela 2.7. Wyniki obliczen ggstosci prawdopodobienstwa g(?)

t [rok] 10 20 30 35 40 50 70 100 150
g(® [1/rok] | 0,0067 | 0,0099 | 0,0110 | 0,0110 | 0,0108 | 0,0100 | 0,0077 | 0,045 | 0,0015
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g A [1/rok]

0,015

0,010 AN

0,005 \\
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T~

0

Rys. 2.40. Gestos$¢ prawdopodobienstwa czasu poprawnego funkcjonowania urzadzenia

PrzykeaD 2.28

Czas t poprawnego funkcjonowania urzadzenia, o ktérym mowa w poprzed-
nim przyktadzie, jest zmienna losowa o rozkladzie gamma okre$lonym przez ge-
sto$¢ prawdopodobienstwa (2.149). Nalezy wyznaczy¢: wartos¢ oczekiwana 1 od-
chylenie standardowe zmiennej # oraz modg i mediang jej rozktadu. Potrzebne do
tego dane zaczerpna¢ z przyktadu 2.27.

Rozwiqzanie

Zmienna losowa ¢ jest suma niezaleznych zmiennych losowych, okreslong
przez wyrazenie (2.146). Zatem, zgodnie ze wzorami (2.134) 1 (2.89) wartos¢

oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej  wynosza
Et=Er+Er:l+l=£: 2 = 66,67 lat,
A A 4 0,030

o=4\o’+0o’ ZGT\/EZg: O\(/)ESO =47,14 lat.

B

Modg znajdziemy, korzystajac z warunku
dg(1) _
dt
gdzie g(¢) jest gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej ¢, okreslona przez wzor
(2.149) (rys. 2.40). Z warunku (2.150) wynika, ze

e (1-At)=0.

0, (2.150)
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Stad moda
1 1

t=—=—=3333]at.
A 0,030
Mediang, zgodnie z jej definicja, znajdziemy z warunku
0(t,5)=0,5, (2.151)

przy czym Q(¢) jest dystrybuanta zmiennej ¢. Lewa strona tego warunku

los

Oltys) = [2(t)dr,
0

gdzie gestos¢ prawdopodobienstwa jest okreslona przez wzor (2.149). Zatem
tO.S i

O(ty5)= Ilzte_hdtz,ﬁ J;te_l’dt.
0 0

Calka nieoznaczona

Ite"”dt IR (t +lj
A A

zostala juz wyznaczona w przyktadzie 2.17 przy okazji wyprowadzania wzoru
(2.94). W rezultacie

los
Olty5)=A° [—%e‘” (t + %H =1—(1+ Aty 5 )e ™.

0

Po podstawieniu tego wyniku do warunku (2.151) otrzymujemy
(1+ Aty 5)e “* =0,5.
Stad
In(1+At,5)=1n0,5+ At 5. (2.152)

Po podstawieniu wartosci A =0,030 do tego rownania znajdujemy jego rozwia-
zanie metoda graficzna — jako wspotrzedna przecigcia wykreséw jego lewej (L)
i prawej (P) strony (rys. 2.41).

Wyznaczone parametry zmiennej losowej ¢ (czasu poprawnego funkcjonowania
urzadzenia zawierajacego element rezerwowy) sa pokazane na rysunku 2.42 na tle wy-
kresu gestosci prawdopodobienstwa tej zmiennej, sporzadzonego w przykladzie 2.27.

Uwaga: Przyklad ten mozemy rozwiazac takze metoda symulacyjna, wykorzystujac do tego celu
program MS Excel. Zgodnie z trescia uwagi zamieszczonej na stronie 81, wielokrotnie dokonujemy
losowania par wartosci 71 oraz 72 i dla kazdej pary obliczamy czas bezawaryjnej pracy catego
urzadzenia ¢ =71+ 72 (patrz wzdr 2.146). Otrzymany zbidr warto$ci zmiennej £ moze by¢ wyko-
rzystany do analiz w identyczny sposob, jak wyniki pomiar6w otrzymane z rzeczywistego ekspe-
rymentu, np. do statystycznego szacowania poszukiwanych jej parametréow — takich, jak warto$¢
oczekiwana czy odchylenie standardowe zmiennej ¢ (patrz podrozdz. 5.2).
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Dostatecznie duzy zbidr otrzymanych warto$ci z moze by¢ wykorzystany do sporzadzenia od-
powiedniego histogramu oraz dopasowaniu przyblizonego przebiegu krzywej gestosci prawdopo-
dobienstwa i wskazania postaci matematycznej rozktadu zmiennej £. Wykracza to jednak poza wy-
magania analizowanego przyktadu i poza zalozony program niniejszego skryptu.

W celu wspomnianego powyzej wylosowania wartosci 71 (i podobnie 72) z rozktadu zmien-
nej losowej 7 przy uzyciu programu Excel, stosujemy komendg LOS znajdujaca si¢ w zaktadce
Formuly - Matem i Tryg i generujemy liczbe losowa z przedziatu <0, 1>. Wylosowana liczbg nale-
zy traktowa¢ jako warto$¢ dystrybuanty zmiennej losowej 7, czyli Q(zl). Zgodnie z zatozeniami
przyktadu, czas do uszkodzenia jest zmienna losowa 7 rozkladzie wyktadniczym. Zatem wygene-
rowana w ten sposob wartos¢ 71 obliczamy z wyrazenia 71 =—(InQ(r1))/A. Podobnie znajdujemy
warto§¢ 72. Aby zapewni¢ zadowalajaca zgodno$¢ rezultatow rozwiazan uzyskanych ta metoda
z wynikami otrzymanymi wcze$niej przy uzyciu metody analitycznej, liczba losowan powinna by¢
dostatecznie duza, np. rzedu kilkuset lub wigce;j.

L A
P P/P
/
/
1
1,0 v
/
14
/
/
/
0,5 4
0 L
30 60 90  ¢[lata]
tys ~ 572

Rys. 2.41. Graficzne rozwiazanie rownania (2.152)

g 4 [1/rok]
dg(®) _
a0

0,010 \
0,005

0 30 60 90 120 ¢ [lata]

1=33.33 Et= 66,67
to5 =572
Rys. 2.42. Parametry czasu ¢ poprawnego funkcjonowania urzadzenia (na tle jej ggstosci prawdo-
podobienstwa)
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PrzykeaD 2.29

Przyrzad przedstawiony na rysunku 2.43 shuzy do wttaczania tulei 1 w tule-
j¢ 2. Wtlaczanie to dokonywane jest za pomoca mechanizmu $rubowego i trwa do
chwili, az czoto tulei 2 oprze si¢ o podstawe przyrzadu.

‘\\\§;-

AMMMMMIRTTN.

$ruba

e

Rys. 2.43. Przyrzad do montowania potaczen wttaczanych

W wyniku montazu ma by¢ utworzone na wspolnej powierzchni o $rednicy d
ciasne pasowanie obu elementdw, okreslone przez norme. Sita F potrzebna do
wttoczenia, wywierana na powierzchni a tulei 2, jest efektem zamiany na tg sitg
momentu M przylozonego do pokretla. Proces ten zachodzi dzigki wspolpracy
zZwojow gwintu $ruby ze zwojami gwintu w korpusie przyrzadu. Aby mozliwe
byto wttoczenie jednej tulei w druga, moment M musi pokona¢ dwa momenty
bierne: moment M, oporéw ruchu na powierzchniach wspotpracujacych gwin-
tow 1 moment tarcia M, na powierzchni czotowej a. Powierzchnie gwintow i ele-
mentow taczonych pokryte sa smarem, co ma zmniejszy¢ obydwa opory ruchu
w przyrzadzie.

Momenty M, i M, sa funkcjami wielkoSci o nieistotnych rozrzutach losowych,
okreslajacych cechy geometryczne wspoétpracujacych powierzchni, oraz wspot-
czynnikow tarcia na tych powierzchniach, zwykle o wzglednie duzych rozrzutach
losowych. Wymiary analizowanego przyrzadu sg takie, ze wyznaczony na tej pod-
stawie catkowity moment oporéw ruchu

M=M_+M,=(1,88+54,28u, +39,504,)F, (2.153)

gdzie: p, 1 p, —wspotezynniki tarcia na powierzchni zwojow gwintu i na powierzch-

ni a, F — sita niezbedna do wykonania wspomnianej operacji technologiczne;.
Losowe rozrzuty wspotczynnikow g, i u, opisane sa rozkladem normalnym

o parametrach odpowiednio: Ex =m =0,08, Vu =0,01; Eg =m, =0,10,
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Vu, = 0,01. Na wspotczynniki te wplyw ma migdzy innymi jako$¢ smarowa-
nia powierzchni przed operacja, a ta zalezy od obstugi przyrzadu. Z tego powo-
du zmienne g 1 u, sa wzajemnie zalezne, a wspotczynnik korelacji p =0,5.
Przyjmujac, Ze potrzebna jest sita F'= 7 kN, oraz znajac ograniczenie momentu
rozwijanego na pokretle M, =75 Nm, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
wykonania operacji wtlaczania.

Rozwigzanie

Prawdopodobienstwo p wykonania operacji wtlaczania zalezy od oporow ru-
chu sruby (rys. 2.43), wystgpujacych na powierzchni a jej styku z tuleja 2 i na po-
wierzchni zwojow gwintu w strefie kontaktu z gwintem korpusu przyrzadu. Jesli
podczas wtlaczania wystapia zbyt duze opory, moment sity na pokretle moze oka-
zac¢ sig niewystarczajacy do pokonania tych oporow i operacja wttaczania si¢ nie
powiedzie. Warunkiem powodzenia tej operacji jest nieprzekroczenie przez cal-
kowity moment M oporéw ruchu ograniczenia w postaci M Warunek ten moze
by¢ spetniony jedynie z pewnym prawdopodobienstwem p, pomewaz wspomnia-
ne opory nie sg zdeterminowane i zaleza od przypadku. Prawdopodobienstwo to
wynosi

p=P{M<M,} (2.154)

Z postaci wyrazenia (2.153) wynika, ze moment M oporéw ruchu, traktowany
jako zmienna losowa, mozna przedstawi¢ w formie

= (1,88+ 54,28, +39,504,)-7=13,16+379,96 1, +276,50,.  (2.155)

Rozktad zmiennej M, potrzebny do wyznaczenia prawdopodobienstwa p, okre-
slimy wprost, mianowicie korzystajac z wtasciwos$ci rozktadu normalnego. Zauwaz-
my w tym celu, ze prawa strona relacji (2.155) to suma wielko$ci zdeterminowanej
(13,16) i dwoch zmiennych losowych typu y = cx. Wielko$¢ zdeterminowana nie
wplywa na posta¢ rozktadu (patrz miedzy innymi przyktad 2.21), jedynie na war-
to$¢ oczekiwang M. Zmienne losowe g, 1 g, maja rozktady normalne o znanych
parametrach. Zat6zmy, ze ucigcia w zerze obu tych rozktadow nie maja wptywu
na wynik analizy i zostanie on pomini¢ty. Zatem zmienna M, jako suma wielko-
Sci zdeterminowanej oraz zmiennych losowych 379,964, 1 276,504, o rozkladzie
normalnym, ma rozktad normalny. Parametry zmiennej M okreslimy, opierajac si¢
na ich wilasciwos$ciach sformutowanych w postaci wzoréow (2.132)—(2.134). War-
to$¢ oczekiwana

EM =13,16+379,96-Ep, +276,50-Ep, =
=13,16+379,96-0,08 +276,50-0,10= 71,21 N - m.
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Wariancja zmiennej losowej M

VM =V(379,964, )+ V(276,504 )+ 2p- V(379,96 4,) - \[V(276,50,) =
=379,96* Vi, +276,50*Vy, +2p-379,96-276,50, [V, [V, =
=379,96” -0,01> +276,50% -0,01% +2-0,5-379,96-276,50-0,01-0,01 =
=32,58(N-m)’.

Stad odchylenie standardowe

oy =~VM =./32,58 =5,71 N -m.

Zatem rozklad zmiennej M jest znany i jest juz mozliwe wyznaczenie praw-
dopodobienstwa p zdefiniowanego przez wzor (2.154). Ze wzoru tego wynika,
ze poszukiwane prawdopodobienstwo jest rowne dystrybuancie Q(M,,) zmien-
nej losowej M okreslonej dla jej wartoSci M, = 75 N-m. Zgodnie z wyrazeniem
(2.22) dystrybuanta ta jest zwiazana z dystrybuanta standaryzowanego rozktadu
normalnego, co mozna przedstawi¢ w postaci

M, —EM
Q(Mgr) = q)(g—j

Oy
Po podstawieniu danych otrzymujemy

75-71,21

Q(75)=<D( )=®(0,664).

Z tablicy funkcji @, zamieszczonej w Zalaczniku 1, znajdujemy, ze
0O(75) = ©(0,664) = 0,75. Zatem prawdopodobienstwo tego, ze uda si¢ wykonac
operacj¢ wtlaczania na analizowanym przyrzadzie, wynosi p ~ 0,75, jest wigc
niewielkie. Rozsadna byltaby zapewne zmiana przyrzadu lub samej technologii
polaczenia obu tulei.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH CIAGLYCH

Zadanie 2.36

Dwie niezalezne zmienne losowe x i y majq rozklady wyktadnicze okreslone przez ggstosci
prawdopodobienstwa f(x) = ﬁ.xe%*x oraz g(y)= ﬂ.ye%"v , przy czym A, =5 i A, =7. Wyznacz
warto$¢ oczekiwanag, odchylenie standardowe oraz wariancj¢ zmiennej losowej z =x + y.
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Zadanie 2.37

Przedstaw w postaci pogladowej wykres gestosci prawdopodobienstwa standaryzowanej zmien-
nej losowej x o rozktadzie normalnym (Gaussa). W tym samym uktadzie wspolrzgdnych narysuj
podobny wykres zmiennej losowej y = 2x.

Zadanie 2.38

Zmienna losowa x ma rozktad wyktadniczy, a jej gestos¢ prawdopodobienstwa jest opisana
przez wyrazenie f(x)=Ae™*, gdzie 1=3-10" 1/h. Wyznacz warto$¢ oczekiwana i odchylenie
standardowe zmiennej losowej y = 2x. W jednym uktadzie wspolrzgdnych przedstaw w sposob
przyblizony gestosci prawdopodobienstwa obu zmiennych losowych.

Zadanie 2.39

Dwie wielkosci traktowane jako zmienne losowe sa zwiazane funkcja o postaci y = 3x + 2, przy
czym zmienna x ma rozktad wyktadniczy o gestosci f(x) = Ade™, gdzie parametr A =1. Nalezy
wyznaczy¢ gestosé prawdopodobienstwa zmiennej losowej y oraz jej parametry. Przedstaw przybli-
zone przebiegi wykresow gestosci obu zmiennych losowych.

Zadanie 2.40

Czas 7 uptywajacy migdzy kolejnymi zgloszeniami zapotrzebowania na interwencjg jednost-
ki ratowniczej w jednym z miast Polski ma rozktad wyktadniczy o parametrze 4 =120-10" 1/h.
W celu utatwienia mieszkancom miasta dost¢gpu do pomocy w naglych wypadkach zostata zatozona
druga jednostka ratownicza. Zaktadajac, ze od tej pory sa obciazone w podobnym stopniu, nale-
zy wyznaczy¢ gestos¢ prawdopodobienstwa czasu ¢ uptywajacego migdzy zgloszeniami w jednej
jednostce po tej zmianie oraz warto$¢ oczekiwana czasow migdzy zgloszeniami w obu sytuacjach.

Zadanie 2.41

W potaczeniu ciernym wienca kota zgbatego z korpusem kota (rys. 2.44) obciazenie w posta-
ci momentu obrotowego wywotuje na powierzchni styku sitg obwodowa Q. Traktuje sig ja jako
zmienng losowa @ o rozkladzie normalnym i parametrach: EQ = 2,4 kN, 0,=0,20 kN. Temu
czynnemu obcigzeniu przeciwdziata sita tarcia 7 rozwijana na wspolnej powierzchni. Sifa tarcia ma
zapobiega¢ ewentualnemu pojawieniu si¢ poslizgu miedzy wiencem i korpusem kota, co oznaczato-
by uszkodzenie kota zgbatego. Sita T jest zmienna losowa o rozktadzie normalnym i parametrach:
ET=3,27kN, 0,=0,25 kN (przyktad 2.23).

powierzchnia
styku

o E— :
%Y

wieniec

T
-

Y
ESOON

korpus

Rys. 2.44. Sity w potaczeniu ciernym dwoch elementow kota zgbatego

Nalezy sprawdzi¢, czy moze doj$¢ do uszkodzenia potaczenia, a jesli tak, to jakie jest jego praw-
dopodobienstwo.
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Zadanie 2.42

Dwie wielkosci traktowane jako zmienne losowe sa zwiazane funkcja o postaci y = X%, przy
czym zmienna x ma rozklad wykladniczy o gestosci f(x) = Ae™*. Nalezy wyznaczy¢ postaé ge-
sto$ci zmiennej losowej y i narysowac jej wykres.

Zadanie 2.43

Wyznacz warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej losowej z = x + y, przy
czym x 1 y to standaryzowane niezalezne zmienne losowe o rozktadzie Gaussa. Jaki rozktad
ma zmienna z? Wyznacz maksymalne wartosci gestosci prawdopodobienstwa zmiennych loso-
wych x, y iz, a nastgpnie przedstaw w postaci pogladowej wykresy tych gestosci.

Zadanie 2.44

Watek pewnego urzadzenia mechanicznego jest podparty dwoma jednakowymi tozyskami §li-
zgowymi jednakowo obciazonymi (rys. 2.45). Powigkszanie sig¢ luzu w kazdym z nich opisuje funk-
cja X(¢) =X, +vt, wktorej: X, — luz poczatkowy, v — predkos¢ zuzywania si¢ wspotpracujacych
clementow, ¢ — czas funkcjonowania tozyska.

panewka |
X()
czop
watka
obudowa
_
Z

Rys. 2.45. Lozysko $lizgowe

Zmienne losowe X, i 0 maja rozktady normalne o parametrach: EX, = 100 pm, VX, =100 (um)?,
Ev =0,05 um/h, Vo =2- 10" (um/h)2. Graniczna warto$¢ luzu, po ktérej osiagnigciu fozysko trak-
tuje si¢ jako uszkodzone, X,, = 220 um. Nalezy wyznaczy¢:
a) gestos¢ prawdopodobienstwa luzu X(¢), ktory moze powstaé w tozysku w wyniku jego funkcjo-
nowania przez wyznaczony okres .
b) prawdopodobienstwo uszkodzenia tozyska w czasie £ = 1200 h, a uzyskany wynik przedstawic¢
w formie pogladowej na tle wykresu gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X(1200 h).

Zadanie 2.45

Walek pewnego urzadzenia mechanicznego jest podparty dwoma jednakowymi tozyskami
slizgowymi jednakowo obciazonymi (rys. 2.45). Powigkszanie si¢ luzu w kazdym z nich opisuje
funkcja X () = X, +vt, wktorej: X, — luz poczatkowy, v — predkos$¢ zuzywania si¢ wspolpracu-
jacych elementow, ¢ — czas funkcjonowania tozyska. Zmienne losowe X, i © maja rozktady nor-
malne o parametrach: EX, = 100 um, VX, = 100 (um)%, Ev = 0,05 um/h, Vo =2-10"* (um/h)>.
Graniczna wartos$¢ luzu, po ktorej osiagnigeiu tozysko traktuje sig jako uszkodzone, X, =220 um.
Nalezy sporzadzi¢ wykres zaleznosci prawdopodobienstwa uszkodzenia tozyska od czasu jego
funkcjonowania.
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Zadanie 2.46

Podczas dokrecania $rub taczacych kohierz wylotu rury z pokrywa zamykajaca ten wylot
(rys. 2.46) wywolywany jest w kazdej ze srub naciag wstgpny i w efekcie $rednie naprgzenia w
najbardziej wytgzonym przekroju $ruby wynoszace o,,. Granica wytrzymato$ci materiatu $ruby
wynosi R . Obie te wielkosci mozna traktowa¢ jako zmienne losowe o rozktadzie normalnym
(wptyw ucig¢ jest niewielki). W wyniku wlaczenia rurociagu do eksploatacji pojawia si¢ w nim
czynnik o staltym, zdeterminowanym ci$nieniu, co powoduje wzrost naprezen we wspomnianym
przekroju $ruby o o,. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo nieuszkodzenia $ruby po poja-
wieniu si¢ w rurociagu ci$nienia.

Dane: ER, =750 MPa, VR =75*(MPa)’, Ec,, = 400 MPa, Vo, = 50% (MPa), o, =80 MPa.

B

~J

Rys. 2.46. Polaczenie Srubowe pokrywy z kotierzem wylotu rury

Zadanie 2.47

Zmienne wahadtowo naprezenia od zginania, dziatajace w miejscu zmiany $rednicy watka pom-
py paliwowej, maja stata amplitudg¢ o, w czasie uzytkowania pompy (rys. 2.47). Jednakze migdzy
watkami z tej samej populacji pomp wystgpuja roznice losowe tej amplitudy. Na podstawie analizy
modelu eksploatacji pompy wywnioskowano, ze zmienna losowa o, ma rozkltad normalny o pa-
rametrach: Eo, =295 MPai Vg, =15 (MPa)’. Granica zmgczenia Z, stali stopowej, z ktérej ma
by¢ wykonany watek, jest zmienna losowa o rozktadzie w przyblizeniu normalnym. Jego parametry
to: EZ, = 370 MPa i VZ = (25 MPa)’. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zmeczeniowego
peknigcia watka losowo wskazanego egzemplarza pompy.

a) o

Rys. 2.47. Zmienne wahadtowo naprezenia od zginania w przekroju watka pompy paliwowe;j

Zadanie 2.48

Zmienne wahadtowo naprezenia od zginania, dziatajace w miejscu zmiany $rednicy watka pom-
py paliwowej, maja stata amplitude¢ o, w czasie uzytkowania pompy (rys. 2.47). Jednakze migdzy
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watkami z tej samej populacji pomp wystegpuja roznice losowe tej amplitudy. Na podstawie analizy

modelu eksploatacji pompy wywnioskowano, ze zmienna losowa &, ma rozktad normalny o pa-

rametrach: Eo, =295 MPai Vo, =15 (MPa)’. Granica zmgczenia Z, stali stopowej, z ktérej ma

by¢ wykonany watek, jest zmienna losowa o rozktadzie w przyblizeniu normalnym. Jego parametry

to: EZ =370 MPaiVZ = (25 MPa)’. Nalezy:

a) wyznaczy¢ gestos¢ prawdopodobienstwa zapasu wytrzymato$ci zmeczeniowej watka, tzn.
zmiennej A=Z, -0,

b) po obliczeniu kilku wartosci tej ggstosci prawdopodobienstwa narysowac jej wykres oraz zilu-
strowa¢ na nim prawdopodobienstwo zmgczeniowego peknigcia watka.

Zadanie 2.49

Koto zgbate nalezace do reduktora wciagarki linowej postanowiono utworzy¢, stosujac pota-
czenie cierne dwoch elementow: wienca kota zgbatego i korpusu kota na wspdlnej powierzchni
walcowej a o nominalnej $rednicy 180 mm (rys. 2.48). Aby pod wpltywem oddzialywania sity
migdzyzgbnej nie doszto do poslizgu na tej powierzchni, weisk, definiowany jako réznica migdzy
$rednica zewngtrzna d; korpusu i $rednica wewngtrzng d, wienca, czyli w = d, — d,, powinien by¢
nie mniejszy niz wy,, = 26 um. W celu spetienia tego wymagania na obydwie $rednice narzucone
zostaly tolerancje w postaci odchylek: d, = 1808:3:7-,3 id,= 1803’046. Zapewnienie wymiardw o ta-
kich cechach odbywa si¢ na obrabiarce sterowanej numerycznie poprzez odpowiednie ustawienie
parametrow jej pracy.

Rys. 2.48. Polaczenie cierne wienca kota zgbatego z korpusem kota

W rezultacie kontroli wymiaréw dokonywanej na duzych liczebnie probkach statystycznych
stwierdzono, ze rozrzut przypadkowy obu wymiaréw mozna opisa¢ rozktadem normalnym o para-
metrach: w odniesieniu do $rednicy d, — warto$¢ oczekiwana m, = 180,065 mm, odchylenie stan-
dardowe o0,=0,006 mm; w odniesieniu do $rednicy d, — warto$¢ oczekiwana m, = 180,023 mm,
odchylenie standardowe o, =0,008 mm. W celu zmniejszenia kosztow wykonania zrezygnowano
wstepnie z kontroli obu wymiaréw przed ich montazem. Nalezy sprawdzié, jaki ta decyzja moze
mie¢ wptyw na prawdopodobienstwo wytworzenia wadliwego kota zgbatego, tzn. niespetniajacego
wymagania dotyczacego odpowiedniego wcisku.

Zadanie 2.50

W uktadzie sterowania pewnego urzadzenia znajduje si¢ zespot ztozony z elementu podstawo-
wego i trzech elementow rezerwowych (rys. 2.49). Elementy rezerwowe wlaczaja si¢ kolejno i auto-
matycznie do funkcjonowania w chwili wystapienia uszkodzenia elementu poprzedniego. Czasy 7
funkcjonowania bez uszkodzenia elementu podstawowego i elementow rezerwowych sa niezalezny-
mi zmiennymi losowymi o tym samym wyktadniczym rozktadzie prawdopodobienstwa okreslonym
przez gestosé prawdopodobicnstwa f(z) = Ae™*, przy czym parametr A =0,05 1/rok. Nalezy okre-
sli¢ posta¢ rozkladu czasu ¢ poprawnego funkcjonowania urzadzenia oraz warto$¢ oczekiwang i od-
chylenie standardowe tej zmiennej losowej. Przy okreslaniu postaci rozktadu skorzysta¢ z centralnego
twierdzenia granicznego.
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Rys. 2.49. Schemat funkcjonowania urzadzenia z elementami rezerwowymi
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Zadanie 2.51

W uktadzie sterowania pewnego urzadzenia znajduje si¢ zespdt ztozony z elementu podstawo-
wego i trzech elementow rezerwowych (rys. 2.49). Elementy rezerwowe wlaczaja si¢ kolejno i auto-
matycznie do funkcjonowania w chwili wystapienia uszkodzenia elementu poprzedniego. Czasy 7
funkcjonowania bez uszkodzenia elementu podstawowego i elementéw rezerwowych sa niezalezny-
mi zmiennymi losowymi o tym samym wyktadniczym rozktadzie prawdopodobienstwa okreslonym
przez gestosé prawdopodobienstwa f(z) = Ae ™, przy czym parametr A =0,05 1/rok. Nalezy wy-
znaczy¢ prawdopodobienstwo poprawnego funkcjonowania urzadzenia przez ¢ = 60 lat. Przy rozwia-
zywaniu zadania skorzysta¢ z centralnego twierdzenia granicznego.

Zadanie 2.52

Sita F obciazajaca o$ podwozia helikoptera podczas ladowania sklada sig¢ z sity F, wynika-
jacej z cigzaru wlasnego (wraz z fadunkiem) oraz z sily F,, bedacej rezultatem nadwyzki dyna-
micznej towarzyszacej ladowaniu (rys. 2.50). Pierwsza z nich ma rozktad normalny o parametrach:
EF,=4kN, 0,=0,2 kN. Sita F, ma rozklad wyktadniczy, a jej warto$¢ oczekiwana EF, = 0,6 kN.

B o$ kota |
i i
1 |
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i |
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I @
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|

N

zarys fragmentu kota
Rys. 2.50. Sita obciazajaca 0§ podwozia helikoptera

Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe calkowitej sity F obciazajacej
0§ podwozia.

Zadanie 2.53

Sita F obciazajaca o$ podwozia helikoptera podczas ladowania sktada sig z sity F;, wynikajacej
z cigzaru wlasnego (wraz z fadunkiem) oraz z sity F,, bedacej rezultatem nadwyzki dynamiczne;j
towarzyszacej ladowaniu (rys. 2.50). Pierwsza z nich F, =4 + F, [kN], gdzie F, jest zmienna losowa
o rozkltadzie wyktadniczym, przy czym jej warto$¢ oczekiwana EF, = 0,2 kN. Sita F, ma rowniez
rozktad wykladniczy, a jej warto$¢ oczekiwana EF, = 0,6 kN. Nalezy wyznaczy¢ gestos¢ prawdo-
podobienstwa catkowitej sity F obciazajacej 0§ podwozia.
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Zadanie 2.54

Jakos$¢ i niezawodnos$¢ funkcjonowania elektrowni wiatrowej zalezy od predkosci wiatru. Do
opisu rozktadu predkosci wiatru v w przyjetym okresie najlepiej pasuje rozktad Weibulla, a jego
parametry a i A zaleza gtéwnie od polozenia geograficznego elektrowni i od wysokosci, na ktorej
usytuowana jest o$ wirnika. Na podstawie pomiaréw dokonanych w jednej z gmin wojewddztwa
dolnoslaskiego na wysokosci 48 m mozliwe bylo oszacowanie obu parametréw zmiennej losowej v
(tzw. $redniej 10-minutowej), charakterystycznych dla tej lokalizacji i czasu 1 roku. Wynosza one:
a=2,35m/s, 1=0,025. Na pochodzace od wiatru obciazenia mechaniczne elementow konstruk-
cyjnych elektrowni maja wptyw dodatkowo jego podmuchy. Przyjmujac, ze rozktad predkosci po-
dmuchow v, w tej lokalizacji ma rozktad normalny o parametrach: Ev, = 6,8 m/s, Vv, = 3,2 (m/s)*.
Migdzy zmiennymi losowymi v i v, istnigje silna zalezno$¢ okreslona przez wspétczynnik korela-
cji p=0,7. Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang i odchylenie standardowe predkosci wypadko-
wego wiatru dzialajacego na elementy konstrukcyjne elektrowni.
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Rozdziat 3
ZMIENNE LOSOWE DYSKRETNE

3.1. PODSTAWOWE CECHY ZMIENNEJ LOSOWEJ
DYSKRETNEJ

Jak wspomniano w rozdziale 1, druga grupa zmiennych losowych to zmienne
losowe skokowe, nazywane tez zmiennymi dyskretnymi. Za takie zmienne moz-
na traktowa¢ na przyktad: liczbe studentéw uzyskujacych na egzaminie oceng
rowna 5, liczbg wypadkow, liczbe uszkodzen, liczbg wadliwych elementéw w po-
jemniku. Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej skokowej jest opisywa-
ny przy uzyciu wielkosci

p, =P{x=x}, 3.1

przypisujacej zmiennej x wartos¢ prawdopodobienstwa kazdej z wartosci x, ktore
moze ona przybierac (rys. 3.1).

DA

X| Xy X3 X4  Xs X; X,o1 X, b

Rys. 3.1. Przyktad rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej x

Najwazniejsze pojecia 1 terminy wprowadzone w rozdziale 2, dotyczace
zmiennej losowej ciaglej, obowiazuja rowniez w odniesieniu do zmiennej loso-
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wej skokowej. Takze wzory definiujace podstawowe wielkos$ci sa stuszne i w tym
przypadku, pod warunkiem, iz wystepujace w nich symbole catki zastapi si¢ sym-
bolem sumowania.

Zatem dystrybuanta Q(x) zmiennej losowej dyskretnej wynosi

O(x)=Pi{x<x}=) p.. (3.2)
E<x
Wzory (2.5) 1 (2.6) maja w tym przypadku postac
2P =1 (3.3)
P{x>x}=1-P{x<x}=1-0(x). 3.4
Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej skokowej wynosza
Ex = Z xp., (3.5)
Vx =Y (x—Ex)’p,, (3.6)

a odchylenie standardowe
o =+/Vx. (3.7

Wiasciwos$ci parametréw funkcji zmiennych losowych, okreslone przez wzory
(2.132)—(2.135), sa stuszne takze w odniesieniu do zmiennych dyskretnych.

W nastgpnych podrozdziatach sa zaprezentowane w przyktadach i zadaniach
dwa rodzaje rozkladow zmiennych losowych skokowych, najczgsciej stosowane
w praktyce inzynierskiej. Sa to rozktady: dwumianowy i Poissona.

3.2. ROZKLAD DWUMIANOWY

Rozkladem dwumianowym jest nazywany rozktad prawdopodobienstwa p,

zajsécia okreslonego zdarzenia 4 doktadnie x razy w n do$wiadczeniach, o postaci
n ! X n—x
Pe=Pix=xj=—""—¢q (1-9)" ", (3.8)
x!(n—x)!

przy czym: x — zmienna losowa dyskretna, oznaczajaca liczbg zaj$¢ tego zdarze-
nia w n doswiadczeniach (x = 0, 1, 2, ..., n), ¢ — prawdopodobienstwo zajécia
tego zdarzenia w jednym doswiadczeniu (jednakowe w kazdym z do$wiadczen).
Rozktad dwumianowy jest takze nazywany rozktadem Bernoulliego.
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PRZYKLADY

Przyxkeap 3.1

Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie mtotem 80 metrow ze $rednia czg-
stoscig 60%. W czasie zawodow Diamentowej Ligi wykonuje 6 rzutow. Nalezy
znalez¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby x wykonanych rzutéw na odlegltos¢
wieksza niz 80 m.

Rozwiqzanie
Poszukujemy rozktadu prawdopodobienstwa

P, =Pix=xj,
gdzie: x — zmienna losowa dyskretna, oznaczajaca liczbe tych sposrod n = 6 wy-
konanych rzutéw, w ktorych osiagnicta odlegtos¢ jest wigksza niz 80 m, przy
czymx=0,1,...,6.
Do wyznaczenia warto$ci prawdopodobienstwa p. dla kazdego x zastosujemy
wzor (3.8), ktory w tym przypadku ma postac
6! 6
- *1—q)*, 3.9
a6’ (1-9) (3.9)
gdzie ¢ to prawdopodobienstwo przekroczenia 80 m w jednym rzucie. Zaklada-
my, ze w kazdym z rzutow jest ono takie samo, a z tresci przyktadu wynika, ze
wynosi ono w przyblizeniu g = 0,60. Zatem
6!
C xl(6—x)!
Po podstawieniu do tego wyrazenia wartosci x = 0 wyznaczamy prawdopodo-
bienstwo nieprzekroczenia w zadnym z sze$ciu rzutéw granicy 80 m. Wynosi ono
6!
0Y6-0)!
W rezultacie zastosowania wyrazenia (3.10) do obliczenia prawdopodobien-
stwa p, dla kolejnych warto$cix = 1, ..., 6 otrzymujemy:

p, =0,037, p,=0,138, p, =0,276, p, =0,311, p, =0,187, p, =0,047.

by

P, -0,60" - 0,40 (3.10)

Po -0,60°-0,40°" =0,004.

Uzyskane wyniki obliczen sg zilustrowane na rysunku 3.2.

Uwaga: Wartosci prawdopodobienstw p, w tym przykladzie mozna wyznaczy¢ takze przy uzyciu

programu MS Excel. W tym celu wykorzystujemy komend¢ ROZKEAD.DWUM, ktora jest dostepna

w zakladce Formuty = Wiecej funkcji = Statystyczne. W celu wykonania obliczenia nalezy okresli¢:

e liczbg ,,sukcesow” w probach, tzn. wartos¢ x liczby przekroczen 80 m, dla ktorej jest wyznacza-
ne prawdopodobienstwo,

105



,proby”, tzn. liczbg rzutdéw (n = 6),
e prawdopodobienstwo sukcesu, tzn. srednie prawdopodobienstwo g przekroczenia w jednym
rzucie 80 m (¢ = 0,60),
e parametr logiczny, ktory okres$la, czy wynikiem ma by¢ warto$¢ prawdopodobienstwa p,, czy
dystrybuanta.
Parametr logiczny definiujemy jako ,,Falsz” (w przyktadzie obliczana jest bowiem warto$¢
prawdopodobienstwa p,).

Px

0,300

0,200

D2

0,100

o 1 2 3 4 5 6 X

Rys. 3.2. Rozktad dwumianowy zmiennej losowej x (liczby przekroczen 80 m w szesciu rzutach
mlotem)

PrzykeaDp 3.2

Opierajac si¢ na wynikach uzyskanych w rozwiazaniu poprzedniego zadania,
nalezy wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo tego, ze w co najmniej trzech z szeSciu
rzutow miot wyladuje poza granica 80 metrow.

Rozwiqzanie
Poszukujemy prawdopodobienstwa
F(3)=P{x=>3}, (3.11)

gdzie, podobnie jak w poprzednim przyktadzie: x — zmienna losowa dyskretna,
oznaczajaca liczbe tych sposrod n = 6 wykonanych rzutéw, w ktdrych osiagnigta
odlegtos¢ jest wigksza niz 80 m. Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo F(3) wynosi

F(3)=1-P{x <3 =1-0(2), (3.12)

gdzie O(2) = P{x <2} jest dystrybuanta zmiennej x okre$lona dla wartosci x = 2.
Zatem, wielko$¢ F(3) moze by¢ wyznaczona albo bezposrednio na podstawie
zapisu (3.11) i woéwczas

FQ3)=ps+p,+ ps+ ps, (3.13)
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albo posrednio — na podstawie zwiazku (3.12) i wowczas

FQ)=1=(py + p + o) (3.14)

Skorzystamy z wyrazenia (3.14). Po podstawieniu do niego warto$ci p, obliczo-
nych w przykladzie 3.1 otrzymujemy

F(3)=1-(0,004+0,037+0,138)=0,821.

Przyxkeap 3.3

W pojemniku znajduje si¢ duza liczba jednakowych uszczelek zapasowych.
Wiadomo, ze ich wadliwo$¢ wynosi w = 2%. Losowo pobrano z niego n = 7
uszczelek (rys. 3.3). Nalezy:

1) wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wsrdod pobranych uszczelek nie
znajdzie sig uszczelka wadliwa,

2) wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze wsrdd tych siedmiu uszczelek znaj-
dzie si¢ co najmniej jedna uszczelka wadliwa,

3) sporzadzi¢ wykres rozktadu prawdopodobienstwa liczby pobranych uszczelek
wadliwych.

Rys. 3.3. Pobieranie uszczelek z pojemnika

Rozwiqzanie
Ad 1) W tej czesci przyktadu celem jest wyznaczenie prawdopodobienstwa
p, =P{x=x},

gdzie x — zmienna losowa dyskretna, oznaczajaca liczbg wadliwych uszczelek wsrod
n =7 pobranych losowo z pojemnika, przy czym x = 0. Zaktadamy, ze losowania sg
niezalezne, tzn. wyjecie uszczelki z pojemnika nie wpltywa na poziom wadliwosci
pozostatych uszczelek (gdyz w pojemniku znajduje si¢ duza liczba uszczelek).

Do wyznaczenia poszukiwanego prawdopodobienstwa p, tego, ze wsrdd po-
branych 7 uszczelek nie znajdzie si¢ uszczelka wadliwa, zastosujemy wzor (3.8)
na rozktad dwumianowy. Przyjmijmy réwniez, ze wystgpujace w tym wzorze
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prawdopodobienstwo trafienia na wadliwa uszczelke w wyniku jednorazowego
pobrania z pojemnika jest rowne podanej wadliwosci, tzn. ¢ = 0,02. W analizowa-
nym przypadku mamy zatem

7

|
Po=P{x=0y=——"-0,02°-0,98"""=0,98" =0,868.
01(7 - 0)!

Ad 2) Nalezy takze wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
F)=P{x>1}

tego, ze wsrod pobranych 7 uszczelek jest jedna lub wigcej uszczelek wadli-
wych. Zauwazmy, ze do wyznaczenia prawdopodobienstwa F(1) mozna wyko-
rzysta¢ wyrazenie

F()=1-P{x<1} =1-0(0),
gdzie dystrybuanta zmiennej x

0(0)= p, =0,868.
Zatem

F(1)=1-0,868=0,132.

Ad 3) W celu narysowania wykresu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej
losowej x, czyli liczby wadliwych uszczelek wsrod siedmiu pobranych z pojem-
nika, obliczamy warto$ci prawdopodobienstwa p., korzystajac ze wzoru (3.8) na
rozktad dwumianowy i podstawiajac do niego kolejne warto$ci x. Wyznaczone
wartosci wynosza: p, = 0,868 (obliczona w punkcie 1), p, = 0,124, p, = 0,007,
P3=0,000, py = ps=ps=p;=0.

Sporzadzony na tej podstawie wykres jest przedstawiony na rysunku 3.4.

0 1 2 3 4 5 6 7 x

Rys. 3.4. Rozktad dwumianowy zmiennej losowej x (liczby pobranych wadliwych uszczelek)
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PrzykrAD 3.4

W zaleznosci od dostawcy wadliwos¢ uszczelek zapasowych moze wynosi¢

w = (0,5-3)%. Przy zatozeniu, ze w pojemniku znajduje si¢ duza liczba uszcze-

lek o okreslonej wadliwos$ci (dostarczonych przez jednego z ich producentow),

nalezy:

1) zbada¢ wptyw stopnia wadliwosci w (czyli wplyw wyboru producenta uszcze-
lek) na prawdopodobienstwo tego, ze wsrod n = 7 uszczelek znajdzie sig co
najwyzej jedna uszczelka wadliwa,

2) sporzadzi¢ wykres zaleznosci tego prawdopodobienstwa od wadliwosci w.

Rozwiqzanie

Ad 1) Badamy wptyw wadliwo$ci w uszczelek w pojemniku na prawdopodo-
bienstwo

o) =P{x <1}, (3.15)

gdzie: x — zmienna losowa dyskretna, oznaczajaca liczb¢ wadliwych uszczelek
wsrdéd n = 7 pobranych losowo z pojemnika. Zakladamy, ze liczba uszczelek
w pojemniku jest na tyle duza, iz wyjecie uszczelki z pojemnika nie wptywa na
poziom wadliwosci pozostatych uszczelek. Zatozenie to oznacza, ze losowania
sa niezalezne. Zauwazmy, iz wielko$¢ Q jest dystrybuanta zmiennej losowej dys-
kretnej x.

Podobnie jak w przyktadzie 3.3 przyjmiemy, ze zmienna x ma rozktad dwu-
mianowy. Zatem

o) =p, + pr (3.16)
przy czym, zgodnie ze wzorem (3.8),
7! 0 7-0 7
=—w((l-w =(1-w)’, 3.17
=gy ) =W (3.17)
2 Iy (1-w) " =7wd-w). (3.18)
(7 -n!

Po podstawieniu wyrazen (3.17) i (3.18) do wzoru (3.16) otrzymujemy

o) =(1-w)°(1+6w).

Wzér ten wykorzystamy do obliczen prawdopodobienstwa Q(1) dla kolejnych
wadliwo$ci w w przedziale wartosci (0,5-3)% = 0,005-0,030. Wyniki tych obli-
czen umieszczone sa w tabeli 3.1 i przedstawione na rysunku 3.5.
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Tabela 3.1. Wyniki obliczen prawdopodobienstwa Q(1)

W 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
o) 0,9995 0,9980 0,9955 0,9921 0,9880 0,9829
o)
1,000 =
0,990 \\
0,980
0 1 2 3 wl%]

Rys. 3.5. Wptyw wadliwosci na prawdopodobiefistwo tego, ze wérdd n = 7 uszczelek znajdzie sig co
najwyzej jedna uszczelka wadliwa

PrzykeaD 3.5

W pewnej firmie jest grupa n = 10 stanowisk pracy o jednakowym (w przybli-
zeniu) poziomie ryzyka zawodowego. Prawdopodobienstwo zajscia wypadku na
pojedynczym stanowisku w tej grupie w ciagu 1 roku wynosi ¢ = 0,01. Przyjmu-
jac, ze liczba wypadkow w ciagu 1 roku w tej grupie stanowisk pracy jest zmienna
losowa x o rozktadzie dwumianowym, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
zaj$cia wsrdd nich co najmniej jednego wypadku w ciagu 1 roku.

Rozwiqzanie
W tym przyktadzie celem jest wyznaczenie prawdopodobiefistwa
F()=P{x=1},

Potraktujmy funkcjonowanie pojedynczego stanowiska pracy w ciagu 1 roku
jako jedno do$wiadczenie, ktére moze si¢ skonczy¢ niepowodzeniem z prawdo-
podobienstwem g = 0,01.

Zatézmy, ze zajScia wypadkoéw na poszczegoOlnych stanowiskach pracy sa
niezalezne, tzn. zajscie wypadku na jednym stanowisku pracy nie wptywa na
prawdopodobienstwo zajscia takiego zdarzenia na pozostatych stanowiskach. Po-
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minmy takze mozliwos$¢ zajscia wigcej niz jednego wypadku w ciagu 1 roku na
pojedynczym stanowisku pracy. Przy tych zatozeniach poszukiwane prawdopo-
dobienstwo F(1) zaj$cia co najmniej jednego wypadku w ciagu 1 roku w rozwa-
zanej grupie n = 10 stanowisk pracy mozemy wyznaczy¢, opierajac si¢ na roz-
ktadzie dwumianowym zmiennej losowej x. Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo
F(1) wynosi

F(1)=1-P{x=0},

gdzie P{x =0} = p, jest dystrybuanta zmiennej x okreslong dla jej wartosci x = 0.

Zgodnie ze wzorem (3.8) okreslajacym rozktad dwumianowy

_ 10!
0!(10-0)!

Stad prawdopodobienstwo zajscia w rozwazanej grupie 10 stanowisk pracy co
najmniej 1 wypadku w ciagu 1 roku

F(1)=1-0,904 = 0,096.

2o -0,01°-0,99'7° =0,99'"" = 0,904.

PrzyxkraDp 3.6

Wedhug oszacowan ekspertow prawdopodobienstwo przerwania watéw przeciw-
powodziowych w pewnej gminie w ciagu 1 roku wynosi 0,005. Nalezy wyzna-
czy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 20 lat:

— nie dojdzie w gminie do przerwania walow,

— dojdzie do przerwania watow jeden raz.

Rozwiqzanie

Zaktadamy, ze stan watow przeciwpowodziowych nie zmienia si¢ w analizo-
wanym okresie, co oznacza, iz prawdopodobienstwo ich przerwania w kazdym
z 20 lat jest takie samo i wynosi ¢ = 0,005. Kazdy rok potraktujmy jako jedno
doswiadczenie, ktore moze si¢ skonczy¢ przerwaniem watow lub ich nieprzerwa-
niem. Przyjmijmy rowniez, ze tak okre$lone do$wiadczenia sa wzajemnie nie-
zalezne. Pominmy tez mozliwos¢ zaj$cia wigcej niz jednego przerwania watow
w ciagu 1 roku.

Wielkoscia, ktora nalezy wyznaczy¢ w pierwszej czgsci przyktadu jest praw-
dopodobienstwo nieprzerwania watdw w ciagu 20 lat, czyli wielko$¢

Py =P{x=0j,
gdzie x to zmienna losowa, oznaczajaca mozliwa liczbe zaj$¢ zdarzenia, polega-

jacego na przerwaniu watow, w ciagu 20 lat.
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Przy wymienionych zatozeniach mozemy przyjaé, ze zmienna x ma rozktad
dwumianowy okres§lony przez wyrazenie

n! X n—x

po=Pix=xj=————q (1-¢)"". (3.19)
x!(n—x)!

Przy wyznaczaniu wielkos$ci p, nalezy w tym wyrazeniu podstawi¢ dane: x = 0,

n=201g=0,005. W rezultacie otrzymujemy

20!
01(20—0)!

co w praktyce, ze wzgledu na mata wartos$¢ tego prawdopodobienstwa, mogloby
oznacza¢ koniecznos$¢ poprawy konstrukeji watow.

W drugiej czgsci przyktadu nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo p, prze-
rwania walow w ciagu 20 lat doktadnie jeden raz. Przy wyznaczaniu tego praw-
dopodobienstwa nalezy do wzoru (3.19) podstawi¢ dane: x =1, n =201 ¢ = 0,005.
Woweczas

2o -0,005° -0,995%7° = 0,995% = 0,904,

D= _o 0,005'-0,995%°"" =20-0,005-0,995" =0,091.
11(20 - 1)!
3.3. ROZKLAD POISSONA

Jesli liczba n doswiadczen jest duza, to wyznaczanie prawdopodobienstwa
zaj$cia w ich wyniku okre$lonego zdarzenia na podstawie rozktadu dwumiano-
wego moze by¢ ucigzliwe. W takich przypadkach wygodne jest dokonywanie
przyblizonych oszacowan prawdopodobienstwa zajScia wspomnianego zdarzenia
doktadnie x razy w n doswiadczeniach, czyli prawdopodobienstwa

px:P{x:x}a

przy uzyciu wzoru Poissona. Wielko$¢ x to zmienna losowa, oznaczajaca mozli-
wa liczbe zajs$¢ zdarzenia. Wzor Poissona ma postaé

g A"
x!’

p.=e (3.20)

gdzie A jest warto$cia oczekiwana liczby zaj$¢ zdarzenia w n doswiadczeniach, tzn.
A =Ex =ng = const, (3.21)

przy czym ¢ jest prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia w jednym do$wiadczeniu.
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Rozktad zmiennej losowej x, okreslony przez wzor (3.20), nosi nazwe rozktadu
Poissona. Przyblizenie rozktadu dwumianowego rozktadem Poissona jest tym lep-
sze, im wigksza jest liczba wspomnianych doswiadczen n. Przyjmuje si¢ w prakty-
ce, ze aproksymacja taka jest wystarczajaco dokfadna, jeslin >20,a 4 < 2+3 (jak
wynika ze wzoru (3.21), oznacza to, ze ¢ < 0,15).

Suma

z=x+ty

niezaleznych zmiennych losowych x i y o rozktadzie Poissona ma tez rozktad
Poissona, przy czym [5]

A=Ez=1 +4,. (3.22)

PRZYKLADY

Przyxrap 3.7

W pewnej firmie jest grupa n = 10 stanowisk pracy o jednakowym (w przybli-
zeniu) poziomie ryzyka zawodowego. Prawdopodobienstwo zaj$cia wypadku na
pojedynczym stanowisku w ciagu 1 roku wynosi g = 0,07. Przyjmujac, ze liczba
wypadkow w ciagu 1 roku w tej grupie stanowisk pracy jest zmienna losowa x
o rozktadzie Poissona, sporzadz wykres rozktadu prawdopodobienstwa tej zmien-
nej w przedziale wartosci 0 <x < 5.

Rozwigzanie

Analogicznie do przyktadu 3.5, potraktujmy funkcjonowanie pojedynczego
stanowiska pracy w ciagu 1 roku jako jedno doswiadczenie, ktore moze si¢ skon-
czy¢ niepowodzeniem z prawdopodobienstwem ¢ = 0,07. W celu narysowania
rozktadu prawdopodobienstwa p, liczby x wypadkow w ciagu 1 roku w grupie
rozwazanych stanowisk pracy wyznaczymy wartosci tego prawdopodobienstwa
zgodnie ze wzorem Poissona

ﬂ'x
p.o=e -, (3.23)
x!
gdzie A=Ex=ng=10-0,07=0,7.

Prawdopodobienstwa tego, ze w ciagu 1 roku w grupie n = 10 stanowisk pracy

nie dojdzie do wypadku i ze dojdzie doktadnie do jednego wypadku wynosza wigc
0 1
— e—0,7 . 0’7 -0,7 | 057

= =0.497, p=c

Do = =0,348.
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Po podstawieniu do wzoru (3.23) kolejnych wartosci x, tzn. x = 2, 3,41 5,
obliczamy odpowiednie prawdopodobienstwa. Wszystkie zostaty podane w tabe-
li 3.2. W celu poréwnania w tabeli zamieszczone sa tez wyniki uzyskane przy
zatozeniu, ze rozktad liczby wypadkow jest dwumianowy, czyli otrzymane przy
uzyciu wzoru (3.8). Rezultaty obliczen sa przedstawione na rysunku 3.6.

Tabela 3.2. Wyniki obliczen prawdopodobienstwa liczby wypadkow

X 0 1 2 3 4 5
rozktad Poissona 0,497 0,348 0,122 0,028 0,005 0,000
P rozktad dwumianowy 0,484 0,364 0,123 0,024 0,003 0,000
Px
0,500

0,400 — wg rozktadu Poissona

wg rozktadu dwumianowego

0,300

02004

0,100

o 1 2 3 4 5 6 X

Rys. 3.6. Rozktad liczby wypadkow w firmie

Réznice migdzy obydwoma rozktadami sa zatem niewielkie, a aproksymacje
rozktadu dwumianowego rozktadem Poissona mozna w tym przypadku uznac za
dobra (mimo wzglgdnie malej liczby n).

Uwaga: Warto$ci prawdopodobienstw p, w tym przyktadzie mozna wyznaczy¢ takze przy uzyciu

programu MS Excel, podobnie, jak w przyktadzie 3.1. Jednak tym razem wykorzystujemy w tym

celu komend¢g ROZKLAD.POISSON, dost¢pna w zaktadce Formuty - Wigcej funkcji = Staty-

styczne. W celu wykonania obliczenia nalezy okresli¢:

e warto$¢ liczby zdarzen x, tzn. liczby wypadkow w ciagu 1 roku w grupie rozwazanych stano-
wisk pracy, dla ktorej jest wyznaczane prawdopodobienstwo,

e warto$¢ ,Srednig”’, tzn. warto$¢ oczekiwana A liczby wypadkow (w naszym przypadku
A=ng=10-0,07 =0,70),
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e parametr logiczny, ktory okres$la, czy wynikiem ma by¢ warto$¢ prawdopodobienstwa p,, czy
dystrybuanta.
Parametr logiczny definiujemy jako ,,Falsz” (w przyktadzie obliczana jest bowiem warto$¢
prawdopodobienstwa p,).

Przykeap 3.8

Wiadomo, ze wadliwos¢ jednakowych uszczelek zapasowych trzymanych w po-
jemniku wynosi w=2%. Losowo pobrano z niego n = 50 uszczelek. Nalezy wyznaczy¢:
1) prawdopodobienstwo tego, ze wsrdd pobranych uszczelek znajda si¢ co naj-

wyzej dwie uszczelki wadliwe,

2) warto$¢ oczekiwana liczby wadliwych uszczelek wsrod n = 50 pobranych.

Rozwiqzanie

Ad 1) Poszukiwane prawdopodobienistwo mozna przedstawi¢ za pomoca sym-
boli matematycznych w postaci

QZZP{sz},

gdzie x jest zmienng losowa, okreslajaca liczbe wadliwych uszczelek wsrod n = 50

pobranych z pojemnika. Zmienna ta moze przybiera¢ wartosci x =0, 1, ..., 50. Za-

ktadamy, Ze pobieranie uszczelek z pojemnika nie zmienia wadliwos$ci w.
Prawdopodobienstwo O, wynosi

O, =py+p+Ds
przy czym p, jest prawdopodobienstwem tego, ze zmienna losowa x przyjmie do-
ktadnie warto$¢ rowna x (czyli liczba wadliwych uszczelek wsroéd pobranych 50
wynosi x). Wyznaczanie wielkosci p, przy zalozeniu, iz zmienna x ma rozklad
dwumianowy byloby uciazliwe ze wzgledu na wzglednie duza warto$¢ n. Dlatego
dokonajmy aproksymacji tego rozkladu rozktadem Poissona. Zatem w odniesie-
niu do wartosci x =0, 1 1 2 zastosujemy wzor

p.=e” ’1—, (3.24)

x!
gdzie, zgodnie z wyrazeniem (3.21), A =Ex=nqg =nw=50-0,02 =1. Otrzymu-
jemy:
1 1 1

Dy =€ o0 0,368, p, =e -1—!=O,368, p,=¢ ST 0,184.

Stad

0, =0,368+0,368+0,184 =0,920.
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Ad 2) Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej x zostala juz wyznaczona
w punkcie 1. Wynosi ona Ex =4 =1. Obliczmy ja ponownie, korzystajac ze wzo-
ru (3.5) definiujacego te wielkos$¢. Zgodnie z nim

Ex = prx.
Po podstawieniu do tego wyrazenia wzoru (3.24) otrzymujemy

Exze“Zx-i—ze‘ﬂ(0+/1+2-l/12 +3-lﬂb3 +4-l/14+... =
x! 2! 3! 6

2 3 4
=e‘%[1+i+ﬂ—+;L—+)b—+...j=e"1/1e’1 =1=1.
I 2! 31 4

PrzyxraD 3.9

Wedhug danych armii pruskiej z poczatku XX wieku do wypadkow smiertel-
nych na skutek kopnigcia przez konia w oddziatach kawalerii dochodzito z czg-
stoscia 6 razy w ciagu 10 lat [3]. Nalezy wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa
liczby x wypadkow smiertelnych wskutek kopnigcia przez konia w armii pruskie;
w ciagu 1 roku.

Rozwiqzanie

Nie znamy liczby n sytuacji, w ktorych moglo dochodzi¢ do kopnigcia ka-
walerzysty przez konia, ale przypusci¢ mozna, ze byta duza. Z tresci przyktadu
wynika, iz $rednia liczba wypadkéw $miertelnych wskutek kopnigcia przez konia
w ciagu 1 roku moze by¢ oszacowana jako

Ex= o 0,6.

10

Zatdézmy rowniez, ze zdarzenia kopnigcia przez konia sa niezalezne. Na pod-
stawie tych informacji przyjmijmy, iz rozkltad zmiennej losowej x, czyli liczby
wypadkow $miertelnych wskutek kopnigcia przez konia w armii pruskiej w ciagu
1 roku, jest rozktadem Poissona. Zatem prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu
1 roku tracito w ten sposob zycie x kawalerzystow, wynosi

A
po=e’t—, (3.25)
x!
gdziex=0, 1,2, ..., aparametr A, zgodnie z wyrazeniem (3.21), jest réwny war-
tosci oczekiwanej zmiennej x, czyli A =Ex =0,6.
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Prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 1 roku zaden z kawalerzystow nie zo-
stat Smiertelnie kopnigty przez konia, wynosi

06 0,6°

po=Plx=0j=c?*- ==

0,549.

Przy uzyciu wzoru (3.24) obliczamy kolejne prawdopodobienstwa p,. Wynosza one:
p, = 0,329, p, =0,099, p; = 0,020, p, = 0,003, ps = 0,0003, ...
Uzyskane rezultaty sa przedstawione na rysunku 3.7.

Dx

0,500

0,400

0,300-

0,2001

0,100

| I | |

o 1 2 3 4 5 6 X

Rys. 3.7. Rozklad prawdopodobienstwa liczby wypadkow $miertelnych w armii pruskiej w ciagu
1 roku na skutek kopnigcia przez konia

Przyxeap 3.10

W pewnym duzym przedsigbiorstwie (z duza liczba stanowisk pracy) docho-
dzi do wypadkow przy pracy $rednio raz na 5 lat. Stosujac rozktad Poissona, na-
lezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zajscia w ciagu najblizszego roku w tym
przedsigbiorstwie co najmniej dwoch wypadkow.

Rozwigzanie

Liczba wypadkow x w analizowanym przedsigbiorstwie w ciagu 1 roku moze
przybiera¢ w sposob losowy wartosci x = 0, 1, 2, ..., n, przy czym liczba n jest
duza i nieokre$lona. Poszukujemy prawdopodobienstwa

F(2)=P{x>2}.
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Zauwazmy, 7€
P{x>2}=1-P{x<2}=1-0(),

gdzie Q(1) jest dystrybuanta zmiennej losowej x, okreslona dla wartosci x = 1.
Dystrybuanta ta wynosi

o) =py+ p-
Zatem
F2)=1-(py + p1)s (3.26)

przy czym prawdopodobienstwo p, niezaj$cia w przedsigbiorstwie w ciagu 1 roku
wypadku przy pracy i prawdopodobienstwo p, zajscia w tym czasie doktadnie
jednego wypadku, zgodnie z rozktadem Poissona, wynosza:

lﬂo A
pO_P{x:O}267 —=e s
0!
1
p =P{x=1} =e—ﬁ%_ze-‘

Do liczbowego wyznaczenia prawdopodobienstw p, i p, konieczne jest wcze-
$niejsze okreSlenie wartosci parametru A. Skorzystamy w tym celu z relacji
(3.21), wedlug ktorej A =Ex. Przyjmiemy, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej x
jest w przyblizeniu rowna warto$ci §redniej X liczby wypadkéw w ciagu 1 roku
(patrz rozdz. 5). Z tresci przyktadu wynika, iz
X~ 1. 0,2.
5

Zatem A =0,2. Stad
po =€ *=0,819,
p,=0,2¢7%% =0,164.

Po podstawieniu tych wartosci do wyrazenia (3.26) otrzymujemy
F(2)=1-(0,819+0,164)=0,017.

Poszukiwane prawdopodobienstwo zaj$cia w ciagu roku dwoch lub wigcej
wypadkow w analizowanym przedsigbiorstwie wynosi zatem 1,7%.

Przykeap 3.11
Firma produkcyjna zamowita w hucie A dostawe 80 katownikow o okreslonym

ksztakcie i wymiarach, wykonanych z duralu 2024 (PA7) o granicy wytrzymatos$ci
R, =450 MPa. Zgodnie z umowa huta gwarantuje zapewnienie tej wytrzymato-
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sci z prawdopodobienstwem 0,980. Podobna umowe na dostarczenie 180 takich

samych katownikow zawarto z huta B. Ta huta gwarantuje zapewnienie granicy

wytrzymatoséci R,, = 450 MPa z prawdopodobienstwem 0,995. Nalezy:

1) wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa liczby z katownikoéw dostarczonych
do firmy produkcyjnej z obu hut, niespeiniajacych wymagania dotyczacego
ich wytrzymatosci,

2) zilustrowac rezultat i skomentowac.

Rozwiqzanie

Ad 1) Wsrod dostarczonych przez obie huty 80 + 180 =260 katownikow znaj-
duje si¢ z katownikow wadliwych, tzn. o granicy wytrzymalosci R,, <450 MPa.
Traktujemy wielkos$¢ z jako zmienng losowa. Sktada si¢ ona z liczby x wadliwych
katownikow dostarczonych przez hutg A i liczby y takze wadliwych katownikow
otrzymanych z huty B. Zatem

Z=xty

Mamy wigc do czynienia ze zmienna losowa dyskretna, ktora jest suma dwoch
innych zmiennych losowych dyskretnych. Zaktadamy, Zze sa one niezalezne.
Przyjmijmy réwniez drugie zaloZenie upraszczajace: wlasciwosci wytrzymato-
sciowe poszczegolnych katownikéw wyprodukowanych przez hute sa wzajemnie
niezalezne. To zalozenie jest dos¢ silne, ale jego przyjecie utatwia okreslenie roz-
ktadow prawdopodobienstwa zmiennych x i y oraz wyznaczenie rozktadu zmien-
nej z. Opierajac si¢ na tych zatozeniach, przyjmujemy, ze zmienne losowe x i y
maja rozktady Poissona, a zmienna z jako suma niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozktadzie Poissona ma takze rozktad Poissona [5]. Gesto$¢ prawdopodo-
bienstwa zmiennej z ma zatem postac

p.=¢” 4 , (3.27)

z!

przy czym parametr A, zgodnie z wyrazeniem (3.21), wynosi
A=Ez=1+4,.

Parametry 4, i 4, jako warto$ci oczekiwane zmiennych losowychx iy sa row-
ne w przyblizeniu warto$ciom $rednim x i y tych zmiennych (patrz rozdz. 5).
Z informacji podanych w tresci przyktadu wynika, ze §rednie wartosci obu zmien-
nych losowych, czyli srednia liczba wadliwych katownikow dostarczonych przez
hutg A wynosi (patrz takze wyrazenie (3.21))

A =X=n,q,, (3.28)
a przez hut¢ B
/1y =Yy =ngqg, (3.29)
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gdzie: n, 1 ny;— liczby katownikow dostarczonych przez obie huty, g, 1 gz — praw-
dopodobienstwa tego, ze wsrdod katownikéw znajdzie si¢ katownik wadliwy.
Z danych wynika, iz n, = 80, nz = 180, g, = 0,020, g5 = 0,005. Po podstawieniu
tych warto$ci do wyrazen (3.28) 1 (3.29) otrzymujemy

4,=80-0,020=1,6, 4, =180-0,005=0,9.
Zatem

A=16+0,9=2,5.

Wzorowi (3.27) nadajemy wigc postac

z
— ef2,5 . 275 )

z!

. (3.30)
Wzor ten okresla rozktad zmiennej losowej dyskretnej z, czyli liczby wadli-
wych (pod wzgledem wytrzymatosci) katownikow, jakie moga sig¢ znalez¢ wsrod
n=mn, + ng =260 otrzymanych z hut przez firmg produkcyjna. Zmienna ta moze
przybiera¢ wartosci: z =0, 1, 2, ..., 260.

Ad 2) W celu narysowania wykresu rozktadu prawdopodobiefistwa zmienne;j
losowej z wyznaczamy wartosci tego prawdopodobienstwa dla kilku jej wartosci.
Korzystamy przy tym ze wzoru (3.30). Wyniki sa zamieszczone w tabeli 3.3 1 zi-
lustrowane na rysunku 3.8.

Tabela 3.3. Wyniki obliczen prawdopodobienstwa liczby wadliwych katownikow

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8
p- 0,082 0,205 0,256 0,214 0,133 0,067 0,028 0,010 0,003

P:

0,300

0,200

0,100+

0 1 2 3 4 5 6 7 8 z

Rys. 3.8. Rozktad prawdopodobienstwa liczby wadliwych katownikow dostarczonych do firmy pro-
dukcyjnej
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Z rozktadu prawdopodobienstwa przestawionego na rysunku 3.8 wynika, ze

— moda (dominanta) zmiennej z, czyli jej warto$¢, dla ktorej prawdopodobien-
stwo p, jest najwigksze, wynosi Z =2 (innymi stowy — najbardziej prawdopo-
dobna liczba wadliwych katownikéw wsrod n = 260 otrzymanych to 2),

— bardzo prawdopodobna liczba wadliwych katownikéw zawiera si¢ miedzy 1
1 4 (prawdopodobienstwo tego, ze wsrod n = 260 katownikdéw jest od 1 do
4 tych elementow niespelniajacych wymagan, wynosi p; + p, + p; + ps =
=0,205+0,256 + 0,214 + 0,133 = 0,808,

— jest mato prawdopodobne, by wsrod katownikoéw znalazto si¢ 7 lub wiecej
wadliwych.

PrzyxraDp 3.12

Firma produkcyjna, o ktérej mowa w przyktadzie 3.11, ma mozliwo$¢ zamo-
wienia w jednej z hut dostawy 260 katownikow o okreslonym ksztalcie i wymia-
rach, wykonanych z duralu 2024 (PA7) o granicy wytrzymatosci R,, = 450 MPa.
Zgodnie z umowa huta gwarantuje zapewnienie tej wytrzymatosci z prawdopo-
dobienstwem p = 0,980. Jednak huta ta jest gotowa zagwarantowac spetnienie
wymagania dotyczacego granicy R,, z wigkszym prawdopodobienstwem, oczy-
wiscie przy zwigkszonym koszcie umowy. Firma zamawiajaca postanowita przed
podjeciem decyzji o zakupie pozna¢ wptyw zwigkszenia prawdopodobienstwa p
na prawdopodobienstwo tego, iz we wspomnianej partii 260 katownikow znajda
si¢ co najwyzej 3 katowniki wadliwe. Nalezy dokonac¢ takiej analizy.

Rozwiqzanie

Liczbe x wadliwych katownikow, ktore moga si¢ znalez¢é w zamowionej partii
n =260 sztuk traktujemy jako zmienng losowa. Podobnie jak w przyktadzie 3.11,
przyjmijmy zatozenie upraszczajace, mowiace o tym, ze wlasciwosci wytrzyma-
losciowe poszczegdlnych katownikow wyprodukowanych przez hutg sa wzajem-
nie niezalezne. Opierajac si¢ na tych informacjach, przyjmujemy, ze zmienna x
ma rozktad Poissona, a jej gesto$¢ prawdopodobienstwa ma postaé

AT
= l—

) (3.31)
x!

Dy

gdzie, zgodnie z wyrazeniem (3.21), parametr A = Ex wynosi
A=nq=n(-p), (3.32)
przy czym ¢ jest prawdopodobienstwem tego, ze losowo wybrany katownik ma

granicg¢ wytrzymatosci R, <450 MPa (nie spelnia wymagan wytrzymatosciowych).
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Analizowane prawdopodobienstwo tego, iz w partii 260 katownikow znajda
si¢ co najwyzej 3 katowniki wadliwe, czyli

Q; = P{x<3},
wynosi

Os=potp +p,+ps
Po uwzglednieniu wzoru (3.31) uzyskujemy

Q,=¢* (1+i+§—j+i—j}.

Na podstawie tego wyrazenia i przy uzyciu wzoru (3.32) wyznaczamy praw-
dopodobienstwo Q5 dla kilku wartosci prawdopodobienstwa p spetnienia przez
hut¢ wymagan wytrzymatosciowych dotyczacych granicy R,,. Wyniki obliczen sa
zamieszczone w tabeli 3.4, a odpowiedni wykres — na rysunku 3.9.

Tabela 3.4. Wyniki obliczen prawdopodobienstwa liczby wadliwych katownikow

p 0,980 0,985 0,990 0,995
2 52 3,9 2,6 1,3
0 0,244 0,453 0,736 0,959
0s
1,000 /5/
0,800
| //
0,600 /
0,400 //
02001 4~
0 0,980 0,990 1,000 P

Rys. 3.9. Wplyw zwigkszenia prawdopodobienstwa p spelnienia wymagan wytrzymatosciowych na
prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w partii 260 katownikéw co najwyzej 3 katownikow wadliwych

Jak wynika z uzyskanych rezultatéw, analizowany wptyw wielkos$ci p na wiel-
kos¢ Q, jest duzy. Na przyktad zwigkszenie prawdopodobienstwa p spetnienia
wymagan wytrzymatosciowych z wartosci 0,98 do wartosci 0,99 powoduje trzy-
krotny wzrost prawdopodobienstwa Q;, tego, ze w partii 260 katownikow nie znaj-
dzie si¢ wigcej niz 3 katowniki wadliwe. Jest to wigec wptyw korzystny.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

ROZKLAD DWUMIANOWY

Zadanie 3.1

Na stole roztozona jest talia kart liczaca 52 sztuki. Korzystajac ze wzoru na rozktad dwumia-
nowy, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej 3 z 4 wylosowanych kart jest
asem lub krélem.

Zadanie 3.2

Wykonywane jest 6 rzutow moneta. Korzystajac ze wzoru na rozktad dwumianowy, wyznacz
prawdopodobienstwo tego, ze w co najmniej 3 z nich zostanie wyrzucona reszka.

Zadanie 3.3

W pojemniku znajduje si¢ N = 100 losow, nierdzniacych si¢ wygladem, a wsrdd nich jest
N, =20 loséw wygranych. Kazdy los wygrany opiewa na sumg¢ 1000 zt. Korzystajac ze wzoru na
rozktad dwumianowy, wyznacz prawdopodobienstwo wygrania:
— 1000 zt w wyniku jednokrotnego losowania,
— 1000 zt w wyniku dwoch losowan,
— 2000 zt w wyniku dwoch losowan.

Zadanie 3.4

Wedtug danych KG Policji w ostatnich latach w Warszawie dochodzi rocznie do okoto 1500
wypadkow drogowych, w wyniku ktérych ginie okoto 150 osob. Korzystajac ze wzoru na rozktad
dwumianowy, oszacuj prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 1 dnia nikt w Warszawie nie utraci
zycia w wyniku wypadkow drogowych.

Zadanie 3.5

Wedtug danych KG Policji w ostatnich latach w Warszawie dochodzi rocznie do okoto 1500
wypadkow drogowych, w wyniku ktérych ginie okoto 150 oséb. Przy zatozeniu, ze liczba x ofiar
$miertelnych tych wypadkéw w ciagu 1 dnia jest opisana przez rozktad dwumianowy, nalezy spo-
rzadzi¢ wykres rozktadu zmiennej losowej x.

Zadanie 3.6
W pewnej firmie jest grupa n = 10 stanowisk pracy o jednakowym (w przyblizeniu) poziomie
ryzyka zawodowego. Prawdopodobienstwo zajscia wypadku na pojedynczym stanowisku w ciagu
1 roku wynosi ¢ = 0,07. Przyjmujac, ze liczba wypadkow w ciagu 1 roku w tej grupie stanowisk
pracy jest zmienng losowa x o rozktadzie dwumianowym, nalezy:
1) wyznaczy¢ prawdopodobienstwo Q, zajscia w tej grupie stanowisk pracy w ciagu 1 roku co
najwyzej 1 wypadku,
2) przeanalizowa¢ wptyw na prawdopodobienstwo Q; prawdopodobienstwa g w przedziale
q = 0,04-0,08.

Zadanie 3.7

W pewnej firmie jest grupa n = 10 stanowisk pracy o jednakowym (w przyblizeniu) poziomie
ryzyka zawodowego. Prawdopodobienstwo zajscia wypadku na pojedynczym stanowisku w ciagu
1 roku wynosi ¢ = 0,07. Przyjmujac, ze liczba wypadkow w ciagu 1 roku w tej grupie stanowisk
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pracy jest zmienna losowa x o rozktadzie dwumianowym, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze w ciagu 1 roku zajda w tej grupie stanowisk pracy wigcej niz 2 wypadki.

ROZKLAD POISSONA

Zadanie 3.8

Wykonywane jest 6 rzutéw moneta. Korzystajac ze wzoru na rozktad Poissona, nalezy wyzna-
czy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w co najmniej 3 z nich zostanie wyrzucona reszka.

Zadanie 3.9

Prawdopodobienstwo przerwania walow przeciwpowodziowych w gminie w ciagu 1 roku wy-
nosi 0,03. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu 20 lat nie dojdzie w gminie do przerwa-
nia watéw. Zastosuj wzor na rozktad dwumianowy i wzor na rozktad Poissona. Porownaj wyniki.

Zadanie 3.10

W pewnym duzym przedsigbiorstwie produkcyjnym rejestrowano przez 8 lat wypadki zacho-
dzace w dwoch rdézniacych si¢ grupach stanowisk pracy o liczebnoséciach odpowiednio 100 i 60.
W pierwszej z nich zanotowano w tym czasie 6 wypadkow, a w drugiej — 3. Wyznacz rozktad praw-
dopodobienstwa liczby wypadkéw w ciagu 1 roku w obu grupach stanowisk w sumie.

Zadanie 3.11

Firma produkcyjna, o ktoérej mowa w przyktadzie 3.11, zamowita w dwoch hutach n = 260 ka-
townikow z duralu. Rozktad prawdopodobienstwa liczby znajdujacych si¢ wsrod nich katownikow
wadliwych, niespelniajacych wymagan dotyczacych granicy wytrzymatosci doraznej R,,, ma roz-
ktad Poissona przedstawiony na rysunku 3.8. Nalezy zbadac¢, jak zmienilby sig ten rozktad, gdyby
firma zamowita wszystkie katowniki tylko w jednej z hut, mianowicie tej, ktdra gwarantuje zapew-
nienie granicy wytrzymatosci R,, = 450 MPa z prawdopodobienstwem 0,995.

Zadanie 3.12

Pewien lekkoatleta przekracza w rzucie mlotem 80 metréw ze $rednig czgstoscia 60%. W czasie
zawodow Diamentowej Ligi wykonuje 6 rzutéw. Przyjmujac, ze liczba x rzutow na odlegtos¢ wigk-
sza niz 80 m jest zmienna losowa x o rozktadzie Poissona, nalezy wyznaczy¢ rozktad tej zmiennej
i wynik zilustrowa¢ w postaci wykresu tego rozktadu. Uzyskany wynik poréwnaj z wynikiem roz-
wiazania przyktadu 3.1. Jaka jest przyczyna r6znicy?

Zadanie 3.13

Wedlug danych KG Policji w ostatnich latach w Warszawie dochodzi rocznie do okoto 1500 wy-
padkéw drogowych, w wyniku ktorych ginie okoto 150 osob. Przy zatozeniu, ze liczba x ofiar
$miertelnych tych wypadkéw w ciagu 1 dnia jest opisana przez rozktad Poissona, nalezy sporzadzié
wykres rozktadu zmiennej losowej x. Porownaj z wykresem sporzadzonym w zadaniu 3.5.

Zadanie 3.14

Na 1000 jednakowych probek wykonanych z pewnej stali wykonywane sa proby wytrzymatosci
na rozciaganie pod okreslonym obciazeniem. Na podstawie wczesniejszych badan oszacowano, ze
prawdopodobienstwo peknigcia probki w trakcie badan moze wynosi¢ 0,002. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo, iz sposrod 1000 badanych probek wigcej niz dwie ulegna pgknigciu. Doko-
na¢ tego przy zalozeniu, ze liczba pgknigtych probek ma rozktad Poissona oraz ze ma ona rozktad
dwumianowy. Porowna¢ uzyskane wyniki.
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Rozdzial 4
ZDARZENIA LOSOWE

4.1. POJECIE ZDARZENIA LOSOWEGO
I PRAWDOPODOBIENSTWA ZDARZENIA LOSOWEGO

Zdarzeniem nazywa si¢ wynik okreslonego doswiadczenia, obserwacji lub
dzialania, a zbidr wszystkich mozliwych takich wynikéow jest nazywany prze-
strzenia zdarzen elementarnych. Zdarzenia, ktore si¢ moga wydarzy¢ w przyszto-
$ci, maja dla czlowieka charakter losowy (rys. 4.1). Zdarzenia, ktére zaszly juz
w przesztosci, nie maja takiego charakteru i sa faktami, mogacymi mie¢ znaczenie
historyczne — dla pojedynczego cztowieka, dla okreslonej spotecznosci, narodu
lub ludzkosci.

zdarzenia

zdarzenia zdarzenia
w przesztosci w przyszioSci

Rys. 4.1. Rodzaje zdarzen

Kazde zdarzenie, zarowno to, ktore si¢ juz wydarzyto, jaki i to, ktore sig¢ ewen-
tualnie dopiero wydarzy, moze by¢ dla cztowieka zdarzeniem pozadanym lub
zdarzeniem niepozadanym.

W niniejszym opracowaniu zajmujemy si¢ takimi zdarzeniami, ktore moga
wystapi¢ w przysztosci i ktorych czasu oraz skutkéw wystapienia cztowiek, ze
wzgledu na swoje ograniczenia, nie jest w stanie jednoznacznie przewidzie¢. Na-
zywamy je zdarzeniami losowymi, i to nimi zajmuje si¢ probabilistyka.

W dalszym tekscie zdarzenia losowe sa oznaczane na ogo6t symbolem A,
a czasami inna duza litera pogrubiona (pogrubienie oznacza losowos$¢ zdarzenia).
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Przyktadem zdarzenia losowego jest zdarzenie analizowane w przykladzie 2.2,
polegajace na tym, ze material pojedynczego ptaskownika, losowo wybranego
z pojemnika identycznych ptaskownikow, ma granicg wytrzymatosci rowna co
najmniej R,, = 1400 MPa (rys. 4.2), czyli zdarzenie

A=(R, >1400 MPa). 4.1)

fA[107%/MPa]
301

P{R,, > 1400}

207

10

R [MPa]
1400 ER,

Rys. 4.2. Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A =(R,, 21400 MPa) na tle wykresu ggstosci
prawdopodobienstwa granicy R,, wytrzymatosci stali

Inne przyktady zdarzen losowych A:

— w > 5, gdzie w jest zmienna losowa okre$lajaca liczbe wypadkow w firmie
w ciagu 1 roku,

— T <2 lata, gdzie T zmienna losowa rowna trwatos$ci urzadzenia,

— uszkodzenie urzadzenia,

— popehienie btedu przez pracownika na stanowisku pracy,

— zaj$cie wypadku drogowego,

— przerwanie tamy.

Bywaja zdarzenia, ktore uznaje si¢ za pewne, i takie, ktore uznaje si¢ za zda-
rzenia niemozliwe. Zdarzeniem pewnym moze by¢ na przyktad wyciagnigcie
z pojemnika ptaskownika, ktérego granica R,, > 0. Przyktadem zdarzenia niemoz-
liwego moze by¢ wyrzucenie w jednym rzucie orla i reszki.

Sa zdarzenia elementarne oraz zdarzenia ztozone, zlozone ze zdarzen elemen-
tarnych i stanowigce podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych.

Przyjelo sig stosowa¢ symbol A do oznaczania zdarzenia przeciwnego do
okreslonego zdarzenia A. Zdarzeniem przeciwnym w stosunku do zdarzenia (4.1)
jest zdarzenie A = R, <1400. Innym przykladem zdarzen przeciwnych jest orzet
i reszka w rzucie moneta.
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Jesli jednoczesne zajscie zdarzen A4 i B nie jest mozliwe, to méwimy, ze s one
rozlaczne. Zdarzeniami roztacznymi sa na przyktad: wspomniane juz zdarzenie
(4.1) i zdarzenie do niego przeciwne A= R, <1400.

Miara mozliwosci zaj$cia zdarzenia losowego jest wielko$¢ matematyczna
nazywana prawdopodobienstwem zdarzenia. W celu zmniejszenia abstrak-
cyjnosci tego pojecia definiuje si¢ je zwykle poprzez pojecie czgstosci (patrz
rozdz. 1) i formuluje si¢ tak zwana klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa
w formie wzoru

P{A}="4, (4.2)

gdzie: N — liczba wszystkich jednakowo mozliwych zdarzen (wynikoéw pomiarow,
doswiadczen, obserwacji,...), czyli liczebno$¢ populacji generalnej, N, — liczba
zaj$¢ zdarzen sprzyjajacych zajsciu okreslonego zdarzenia 4.

Jesli liczebnos$¢ catej populacji jest nicograniczona, to wzorowi (4.2) nadaje
si¢ postac

. N,

P{A4}= H&W’ (4.3)
przy czym N jest liczebnos$cia prébki losowej (statystycznej — patrz rozdz. 5).

Pojecie prawdopodobienstwa bylo juz uzywane réwniez w odniesieniu do
zmiennych losowych (rozdz. 2 i 3).

Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne jednosci, a prawdopodo-
bienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi zero. Zatem wartosci prawdopodobien-
stwa zdarzenia losowego, np. zdarzenia A4, sa zawarte w przedziale

0<P{A}<I1.

4.2. DZIALANIA NA ZDARZENIACH LOSOWYCH

Na zdarzeniach sag wykonywane operacje. Najwazniejsze z nich to: suma zda-
rzen oznaczana symbolem AU B oraz iloczyn zdarzen oznaczany symbolem
AN B. Suma zdarzen AU B to takie zdarzenie, ktore polega na zajsciu zda-
rzenia A albo zdarzenia B, a iloczyn zdarzen 4 N B oznacza zajscie zdarzenia 4
i zdarzenia B. Spdjniki ,,albo” oraz ,,i” sa tu uzyte w sensie matematycznym —
jako suma logiczna oraz iloczyn logiczny.

Przyktadem zdarzenia, ktore jest suma zdarzen, moze by¢ niespelienie wa-
runku R,, > 1400 MPa przez plaskownik pobrany losowo z pojemnika (zdarze-

127



nie A) albo przez drugi taki sam pobrany ptaskownik albo przez oba wyciagnigte
ptaskowniki.

Przyktadem iloczynu zdarzen moze by¢ niespelnienie wspomnianego wa-
runku wytrzymalo$ciowego przez pierwszy plaskownik pobrany z pojemnika
(zdarzenie A) oraz takze przez drugi pobrany ptaskownik (zdarzenie B).

Ponizej przedstawione sa najwazniejsze relacje matematyczne umozliwiaja-
ce wyznaczanie prawdopodobienstwa zdarzenia, bedacego rezultatem dziatan na
innych zdarzeniach. Zbior tego rodzaje relacji jest niekiedy nazywany algebra
zdarzen.

1. Prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B

P{AU B} =P{A}+ P{B} - P{AN B}. (4.4)
Z tego wzoru wynikaja nastepujace zwiazki:

P{A U B} < P{A} + P{B}, (4.5)
P{AU A} =1, (4.6)

a w przypadku zdarzen roztacznych A i B (czyli takich, ze P{4 " B} =0)
P{A U B} = P{A} + P{B}. (4.7)
Jesli suma zdarzen rozlacznych jest zdarzeniem pewnym, to zdarzenia te two-
rza zupelny uklad zdarzen. Najprostszym przyktadem zupetnego uktadu zda-
rzen sg zdarzenia A1 A.

2. Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen 4 i B
P{AN B} =P{A}P{B|A4}, (4.8)

gdzie P{B|A} to prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia B pod warun-
kiem, ze nastapito zdarzenie 4.

Zdarzenie B nazywamy niezaleznym od zdarzenia A, jesli nastapienie zdarze-
nia A nie zmienia prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia B, tj.

P{B|A} = P{B}. (4.9)

W tym przypadku wyrazenie (4.8) przybiera postaé

P{ANB}=P{A}P{B}. (4.10)
3. Jesli zdarzenie B moze zaj$¢ z jednym z n roztacznych zdarzenh A, 4,, ..., A, to

prawdopodobienstwo zdarzenia B jest okreslone przez nastgpujacy wzor na praw-
dopodobienstwo zupelne

P{B} = iP{Ai}P{B|Ai}. (4.11)

i=1
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PRZYKLADY

PrzykraDp 4.1

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze w rezultacie wylosowania jed-
nej karty z talii 52 kart otrzyma sig kartg pik.

Rozwiqzanie

Do obliczenia prawdopodobienstwa tego, ze wylosuje si¢ karte pik, zastosuje-
my wzor (4.2)

P{ A} Ny (4.12)

R .

gdzie: A—zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty pik, N= 52 — liczba wszyst-
kich kart (populacja generalna) i kazda z nich jest jednakowo mozliwa do wylo-
sowania, N, = 13 — liczba tych kart, ktore sa w kolorze pik, czyli sprzyjajacych
wylosowaniu karty w tym kolorze.

Zatem

P{A4} =g=0,25.

PrzykeraD 4.2

Wsrdd 1000 jednakowych uszczelek zapasowych trzymanych w pojemniku 20
sztuk jest wadliwych. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo
pobrana z pojemnika jedna uszczelka jest wadliwa.

Rozwiqzanie

Prawdopodobienstwo wylosowania z pojemnika wadliwej uszczelki (zdarze-
nia A) wyznaczamy w taki sposob, jaki zostal zastosowany w przyktadzie 4.1.
Wynosi ono

20

P{A} =——=0,02.
1000
Przykeap 4.3

Prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na przedtuzeniu si¢ akcji ra-
towniczej ponad 1 godzing wynosi 21% (przyktad 2.9). Nalezy wyznaczy¢ praw-
dopodobienstwo tego, ze akcja ratownicza skonczy si¢ przed uptywem 1 godziny.
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Rozwiqzanie

Zdarzenie polegajace na przedtuzeniu si¢ akcji ratowniczej ponad 1 godzing
oznaczmy symbolem 4. Celem w przykladzie jest wyznaczenie prawdopodobien-
stwa zdarzenia przeciwnego do A, czyli zdarzenia A. Zdarzenia A i A sa zdarze-
niami roztacznymi, zatem na podstawie wzorow (4.6) i (4.7) stwierdzamy, ze

P{A}=1-P{A}.

Po podstawieniu do tego wyrazenia warto$ci P{4} = 0,21 otrzymujemy poszuki-
wane prawdopodobienstwo

P{4}=1-0,21=0,79.

Przykrap 4.4

Wedtug opinii ekspertow analizujacych bezpieczenstwo pewnego operatora
koparki, podczas przerwy $niadaniowej moze by¢ on narazony na dwa rodzaje
wypadkow:

A — upadek wskutek poslizgnigcia si¢ lub potknigcia,

B — potracenie przez przejezdzajacy pojazd.

Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich w ciagu 1 roku, oszacowane
w sposob ekspercki (patrz podrozdz. 5.4), wynosza odpowiednio: g, = 50-10°,
gz = 12-10°° Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo ulegnigcia wypadkowi
przez pracownika podczas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.

Rozwiqzanie

Celem w tym przyktadzie jest wyznaczenie prawdopodobienstwa sumy zda-
rzen A 1 B, czyli prawdopodobienstwa P{A4 U B}. Zat6zmy, ze oba rozpatrywane
zdarzenia sa wzajemnie niezalezne, ale nie s roztaczne. Zgodnie ze wzorem (4.4)

P{AU B} =P{A}+ P{B} - P{AN B}. (4.13)

Prawdopodobienstwa zajscia zdarzen 4 i B w ciagu 1 roku sa znane i wyno-
sza: P{A} = q,=50-10"° P{B} = qz= 12-10°°. Prawdopodobienstwo iloczynu
zdarzen A i B, czyli obu wypadkoéw w czasie przerwy $niadaniowej, bytoby rowne
zeru, gdyby zdarzenia byly roztaczne. Przy przyjetym zatozeniu o niezaleznos$ci
i nierozlacznosci tych zdarzen

P{AN B} = P{A}P{B|A} = P{A}P{B}, (4.14)
co wynika ze wzoréw (4.8) i (4.9). Po podstawieniu do wyrazenia (4.14) danych
otrzymujemy

P{ANB}=q,q;=50-10°-12-10"° =0,0006-10°.
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W rezultacie podstawienia tej wartosci i pozostalych danych do wyrazenia
(4.13) uzyskujemy

P{AUB}=50-10"°+12-10"° -0,0006-107° ~ 62-10°°.

Tyle wynosi prawdopodobienstwo ulegnigcia wypadkowi przez pracownika pod-
czas przerw $niadaniowych w ciagu 1 roku.

PrzykraD 4.5

Pracownik wchodzi na trzymetrowa drabing w celu naprawy oswietlenia.
W trakcie wymiany $wietlowki moze ulec wypadkowi, albo wskutek poraze-
nia pradem (zdarzenie 4) albo wskutek upadku z drabiny (zdarzenie B). Pora-
zenie pradem podczas jednokrotnej wymiany $wietlowki moze zaj$¢ z prawdo-
podobienstwem ¢, = 0,03-10°°, a upadek z drabiny — z prawdopodobienstwem
qz = 0,20-10°°. Zaktadajac, ze zdarzenia te sg niezalezne, nalezy obliczy¢ praw-
dopodobienstwo ulegnigcia wypadkowi przez pracownika podczas jednokrotnego
wykonania wspomnianej czynnosci.

Rozwigzanie

Celem w tym przyktadzie jest wyznaczenie prawdopodobienstwa ulegnigcia
wypadkowi przez pracownika podczas umownej jednostki czasu, jaka jest jedno-
krotne wykonanie czynnosci wymiany $wietlowki przez pracownika. Zauwazmy,
ze wypadek ten jest suma niezaleznych zdarzen A4 i B. Zat6zmy ponadto, ze zda-
rzenia te sg roztaczne, co oznacza, iz P{A N B} =0. Zatem wzor (4.4) sprowadza
si¢ do wzoru

P{AU B} = P{A}+ P{B}.
Wobec tego
P{AUB}=q,+q;=0,03-10"°+0,20-10° =0,23-10"°,

PrzykrAD 4.6

Podczas modelowania ryzyka zawodowego dla okreslonego stanowiska pracy
zespot ekspertdow wyrdznit dwa zdarzenia niepozadane, ktore moga si¢ pojawié
przy wykonywaniu przez pracownika okreslonej czynnosci, i oszacowat (patrz
podrozdz. 5.4), ze prawdopodobienstwo zaj$cia w ciagu 1 roku pierwszego z tych
zdarzen wynosi 2- 107, a drugiego z nich 5-107. Eksperci oszacowali takze, ze
prawdopodobienstwo utraty zycia przez pracownika wskutek zaj$cia pierwszego
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zdarzenia wynosi 0,50, a wskutek zajscia drugiego — 0,10. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo utraty zycia przez pracownika w ciagu 1 roku wykonywa-
nia wspomnianej czynnosci.

Rozwigzanie

Oznaczmy symbolem B zdarzenie polegajace na utracie zycia przez pracow-
nika. Utrata zycia moze by¢ spowodowana wskutek zajscia pierwszego z wymie-
nionych w tresci przyktadu zdarzen, oznaczmy je symbolem A,, albo (w sensie
matematycznym) wskutek zajscia drugiego z nich, przypiszmy mu symbol A,.
Zatozmy, ze sa one niezalezne i roztaczne. Sa wigc spetnione warunki do zastoso-
wania wzoru (4.11) na prawdopodobienstwo zupelne. W odniesieniu do analizo-
wanego stanowiska pracy wzor ten przybiera postac

P{B} = P{A}P{B|A} + P{A,} P{B|A,} [1/rok]. (4.15)

Po prawej stronie tego wyrazenia wystepuja cztery wielkosci o wartosciach poda-
nych w tresci przyktadu, mianowicie:

P{A4}=2-10" 1/rok, P{B|A4,}=0,50,
P{A4,}=5-10" 1/rok, P{B|4,}=0,10.

Po podstawieniu tych wartosci do wzoru (4.15) otrzymujemy
P{B}=2-10"-0,50+5-10"-0,10=1,5-10"".

Zatem prawdopodobienstwo utraty zycia przez pracownika w ciagu 1 roku wyko-
nywania czynno$ci, wspomnianej w tresci przyktadu, wynosi 1,5-107.

Przyxrap 4.7

Prawdopodobienstwo przekroczenia w ciagu 1 roku poziomu alarmowego
przez rzeke w pewnej gminie wynosi 0,1, a prawdopodobienstwo przerwania wa-
low przeciwpowodziowych w tej sytuacji wynosi 0,15. Wyznacz prawdopodo-
bienstwo przerwania walow przeciwpowodziowych w gminie w ciagu 2 lat.

Rozwiqzanie

Przyjmijmy, ze przekroczenie poziomu alarmowego przez rzeke w jed-
nym roku i w drugim roku sa zdarzeniami niezaleznymi. Zatdézmy, ze sa rowniez
roztaczne (wptyw tego zatozenia na wynik obliczen jest niewielki, gdyz prawdo-
podobienstwo takiego zdarzenia w dwoch kolejnych latach jest wzglednie nie-
duze — 0,1-0,1 = 0,01). Na tej podstawie nalezy uznac, iz prawdopodobienstwo
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zaj$cia takiego zdarzenia w ciagu 2 lat (oznaczmy je symbolem A) jest prawdopo-
dobienstwem sumy zdarzen, okres§lonym przez wyrazenie (4.7). Stad

P{A4}=0,1+0,1=02.

Zdarzenie polegajace na przerwaniu walow oznaczmy symbolem B. Zdarzenie
to jest zalezne od zdarzenia A. Zakladamy, ze do przerwania walow moze dojs¢
pod warunkiem przekroczenia przez rzeke poziomu alarmowego i ze nie dochodzi
w sytuacji, gdy takiego przekroczenia nie ma. Zatem

P{B|4}=0,15, P{B|A4}=0.

W celu wyznaczenia prawdopodobienstwa przerwania waldow mozna skorzy-
sta¢ na przyktad ze wzoru (4.11) na prawdopodobienstwo zupetne, w rozwaza-
nym przypadku o postaci

P{B} = P{A}P{B| A} + P{A}P{B|A}.

Po podstawieniu danych otrzymujemy prawdopodobienstwo przerwania watow
przeciwpowodziowych w gminie w ciagu 2 lat

P{B}=0,2-0,15+(1-0,2)-0=0,03.

PrzykeAD 4.8

Wedhug danych KG Policji dotyczacych wypadkow drogowych w Polsce licz-
ba najechan na pieszego przypadajaca na jeden samochod osobowy w 2018 roku
wynosita w = 180-10°. Prawdopodobienstwo utraty zycia przez najechanego
pieszego wzrasta wraz z predkos$cia najechania, co jest pokazane na rysunku 4.3
wynikajacym z danych statystycznych. Przy zatozeniu, ze $rednia predkosc naje-
chania wynosi 60 km/h, nalezy oszacowa¢ prawdopodobienstwo spowodowania
$mierci pieszego przez jeden samochdd osobowy w ciagu 1 roku w Polsce.

Rozwiqzanie

Do utraty zycia przez pieszego potraconego przez samochod dochodzi w re-
zultacie iloczynu dwoch zdarzen:
A — najechanie na pieszego z okreslona predkoscia v,
B — utrata zycia przez pieszego jako skutek najechania przez samochod.
Zatem do oszacowania poszukiwanego prawdopodobienstwa P{A4 N B} tego, ze
samochod najedzie w ciagu 1 roku na pieszego z predkoscia 60 km/h (zdarze-
nie A) i w rezultacie pieszy zginie (zdarzenie B), zastosujemy wzor (4.8)

P{AN B}=P{A}P{B|A} (4.16)

gdzie P{B|A} to prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia B pod warunkiem,
ze nastapito zdarzenie A.
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Rys. 4.3. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa utraty zycia przez pieszego najechanego przez samochdod
osobowy od predkosci najechania

Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwo P{A4} jest w przyblizeniu rowne czg-
stosci w = 180- 107 zarejestrowanej w 2018 roku (patrz wzor 4.2). Prawdopo-
dobienstwo warunkowe P{B|A} wynika z wykresu na rysunku 4.3 i dla pred-
kosci v=60km/h przyjmijmy, ze wynosi okoto 0,19.

Po podstawieniu danych do wzoru (4.16) otrzymujemy poszukiwane prawdopo-
dobienstwo zabicia pieszego przez jeden samochod osobowy w Polsce w ciagu 1 roku

P{ANB}=180-10°-0,19~34-10°.

PrzykeaDp 4.9

Obiekt sktada si¢ z trzech zespotow. Czas funkcjonowania bez niesprawnosci
kazdego z zespolow jest zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym z parametrem
A=2-10"° 1/h (jednakowym w odniesieniu do kazdego z nich). Niesprawnos¢ do-
wolnego zespotu powoduje niesprawnos¢ catego obiektu. Nalezy wyznaczy¢ praw-
dopodobienstwo poprawnego funkcjonowania obiektu w czasie #, = 10000 h.

Rozwigzanie

Rozwiazanie tego przyktadu mozna uzyska¢ kilkoma sposobami. Przed decy-
zja 0 wyborze sposobu wprowadzmy oznaczenia zdarzen:

A — pojawienie si¢ niesprawnosci (np. uszkodzenia) obiektu w czasie ¢,
A — zdarzenie przeciwne w stosunku do A,

Ay, Ay, A; — pojawienie sig w czasie £, niesprawnosci 1., 2. 1 3. zespotu obiektu,
A, A, A; — zdarzenia przeciwne w stosunku do zdarzen 4,, A,, 4.
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Przyjmijmy zatozenie, ze czasy T,, T,, T, funkcjonowania poszczegodlnych
zespotdw sa zmiennymi losowymi niezaleznymi (rozdz. 2). Oznacza to, iz takze
zdarzenia Zl, ZZ, 23 sa niezalezne, a w konsekwencji rOwniez to, iz nie ma za-
lezno$ci migdzy zdarzeniami A,, A,, A5.

Celem przyktadu jest wyznaczenie prawdopodobienstwa P{A4}. Jak wynika
z tre$ci przyktadu, zajsScie zdarzenia A jest rownoznaczne z zajsciem iloczynu
zdarzen A, A,, A;. Do wyznaczenia prawdopodobienstwa P{4} zastosujmy spo-
sob oparty na wzorze (4.10) dotyczacym prawdopodobienstwa iloczynu zdarzen
niezaleznych. W rozwazanym przypadku nadajemy mu postaé

P{A} = P{A, " A, " A,} = P{A,} P{4,} P{A,}. (4.17)

Prawdopodobienstwo niewystapienia niesprawnosci 1. zespolu w czasie ¢,
jego funkcjonowania wynosi

P{A} = P{Ty > 1.} =1-P{T, <1,} =1-0(1,), (4.18)

gdzie Q(t,) jest dystrybuanta zmiennej losowej T (rozdz. 2). Zmienna ta ma roz-
ktad wyktadniczy, zatem zgodnie ze wzorem (2.91)

1) =1-e7.
Stad
P{A}=¢".

Identyczny wzor uzyskujemy w odniesieniu do pozostatych dwodch zdarzen (ze-
spotow). W rezultacie wyrazenie (4.17) przybiera postac

Pidy =",

Po podstawieniu danych otrzymujemy prawdopodobienstwo poprawnego funk-
cjonowania obiektu w czasie #, = 10000 h

P{A} _ e_3‘2'1076‘10000 _ e—o,os =0,94.

Przyxrap 4.10

W pojemniku znajduje si¢ 50 jednakowych katownikéw, wykonanych z duralu
2024 (PAT7) o granicy wytrzymatosci R,, = 450 MPa. Huta, ktora je dostarczyla,
gwarantuje zapewnienie tej wytrzymatosci z prawdopodobienstwem p = 0,98.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze dwa katowniki losowo wyjete
z pojemnika beda miaty granice wytrzymatosci nie mniejsza niz 450 MPa.
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Rozwiqzanie

Oznaczmy przez:
B — zdarzenie polegajace na tym, ze obydwa katowniki wyjete z pojemnika sa
dobre, tzn. spetniaja wymaganie dotyczace granicy wytrzymatosci,
B, — wyjecie z pojemnika dobrego pierwszego katownika,
B, — wyjecie z pojemnika dobrego drugiego katownika.

Aby zaszto zdarzenie B, konieczne jest zajScie zardwno zdarzenia B,, jak
i zdarzenia B,. Zdarzenie B jest wigc iloczynem (logicznym) tych zdarzen, zda-
rzen roztacznych, zatem zgodnie z wyrazeniem (4.8)

P{B}=P{B, "B } = P{B,} P{B,|B,}, (4.19)

gdzie P{B, |B1} to prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B, pod warunkiem, ze
nastapito zdarzenie B;.

Przyjmijmy zatozenie (upraszczajace), ze przed pobraniem pierwszego katow-
nika w partii 50 katownikow znajduje si¢ doktadnie taka liczba dobrych katowni-
kow, ktora wynika z prawdopodobienstwa p. Stad

P{B,}=p=0,98.

Prawdopodobienstwo tego, ze drugi pobrany katownik tez bedzie dobry nie
jest rowne p, czyli P{B, |Bl} # p. Po pobraniu pierwszego katownika zmienia si¢
bowiem wadliwos$¢ pozostatych 49 katownikéw w pojemniku, gdyz zmniejszyta
si¢ liczba katownikéw dobrych w stosunku do liczby katownikow niespetniaja-
cych wymagan. Prawdopodobienstwo P{B, |Bl} wyznaczymy, opierajac si¢ na
wzorze (4.2). W rozwazanym przypadku wzor ten przybiera postac

— N B

P{B, |Bl} N
gdzie: N =49 — liczba katownikow w pojemniku przed wyjgciem drugiego, Ny —
liczba katownikow dobrych wérod N. Liczba Ny wynosi

Ny =50p-1=50-0,98 -1=48.

Zatem

48
P{B,|B,}=—.
(B,|B} =3
Po podstawieniu wartosci wielkosci P{B,} i P{B, |B1} do wyrazenia (4.19)
otrzymujemy

P{B}=0,08-23 -0 06,
49
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Przykrap 4.11

Prawdopodobienstwo wykrycia przez stuzby radiolokacyjne wystrzelonej ra-
kiety wynosi »,, = 0,95. Na trasie lotu rakiety znajduja si¢ dwie wyrzutnie prze-
ciwrakiet. Prawdopodobienstwo stracenia wykrytej rakiety przy uzyciu pierwszej
wyrzutni 7, = 0,97. W przypadku niestracenia rakiety zadanie stracenia przejmu-
je druga wyrzutnia. Prawdopodobienstwo pomys$lnego wykonania tego zadania
przez tg¢ wyrzutni¢ r, = 0,85. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo stracenia
rakiety.

Rozwiqzanie

Oznaczmy przez:
A — wykrycie wystrzelonej rakiety,
B — zdarzenie polegajace na trafieniu przez przeciwrakiete w wykryta rakiete.

Zaktadamy, ze stracenie rakiety niewykrytej nie jest mozliwe. Jeden ze sposo-
béw rozwiazania przyktadu wynika ze stwierdzenia, ze do stracenia rakiety do-
chodzi, jesli zajda oba zdarzenia, tzn. zdarzenie A i zdarzenie B. Poszukujemy
wigc prawdopodobienstwa p iloczynu tych zdarzen, czyli wielko$ci

p=P{ANB).

Zdarzenia A 1 B sa niezalezne, stad

p=P{A}P{B}. (4.20)
Prawdopodobienstwo wykrycia wystrzelonej rakiety jest znane i wynosi
P{d}=r,. (4.21)

Zdarzenie B moze zaj$¢ z dwoma rozlacznymi zdarzeniami: zdarzeniem B,
polegajacym na trafieniu w rakiet¢ przez 1. wyrzutni¢ przeciwrakiet i zdarze-
niem B, polegajacym na niepowodzeniu tej akcji i przejeciu zadania przez druga
wyrzutni¢. Zatem, do wyznaczenia prawdopodobienstwa P{B} mozemy zasto-
sowacé wzor (4.11) na prawdopodobienstwo zupetne. W rozwazanym przypadku
ma on postaé

P{B}ZP{Bl}P{B|Bl}+P{§1}P{B|E1},
gdzie:
P{B}=r,, P{B|BI}:1, P{El}zl_”n

oraz P{B|B,}=P{B,}=r,,.
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Stad
P{B} =1y +(1-r)r,..
W rezultacie podstawieniu tego wyrazenia i wyrazenia (4.21) do wzoru (4.20)
uzyskujemy
p= ”W[”sl + (1_721)’}2]»
a po podstawieniu danych
p=0,95[0,97+(1-0,97)-0,85] = 0,946.

Prawdopodobienstwo zestrzelenia rakiety wynosi wigc p = 0,946.

Przykrap 4.12

Uktad napgdu samolotu sportowego sklada si¢ z dwoch jednakowych silni-
kéw. Prawdopodobienstwo awarii silnika podczas 1 lotu (usrednionego) wynosi
¢,=0,5-10"°, a prawdopodobienstwo awarii drugiego silnika w tej sytuacji wyno-
si g,= 6-10°. Awaria jednego silnika w czasie lotu moze spowodowa¢ wypadek
z prawdopodobiefistwem Z, = 0,10, a prawdopodobienstwo zaistnienia wypadku,
gdy oba silniki ulegty awarii, wynosi Z, = 0,98. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodo-
bienstwo zaistnienia wypadku lotniczego podczas jednego lotu wskutek awarii
uktadu napedu.

Rozwiqzanie

Wprowadzmy oznaczenia:
A; — awaria lewego silnika,
A, — awaria prawego silnika,
B — zajicie wypadku wskutek awarii uktadu napedu samolotu.

Zwiazki migdzy zdarzeniami niepozadanymi w uktadzie napedu samolotu,
opisane w tresci przyktadu, mozna przedstawi¢ w sposob pogladowy, jak na ry-
sunku 4.4.

Rys. 4.4. Graficzna ilustracja zwiazkow migdzy awariami w uktadzie napgdu samolotu
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Zdarzenie B, czyli wypadek lotniczy, moze zaj$¢ z jednym z trzech roztacz-
nych zdarzen wyszczegdlnionych na rysunku. Zatem mozemy skorzysta¢ ze wzo-
ru (4.11) na prawdopodobienstwo zupeine, ktory w tym przypadku ma postaé

P{B} = P{A}P{B|A,}+ P{A,}P{B|A,} + P{4, N A,}P{B|4, N A,}. (422)

W wyrazeniu tym znane sa prawdopodobienstwa: P{4}=P{4,}=q,,
P{B|A,} = P{BlAp} Z,, P{BlA,nA ,} =Z,. W rezultacie ich wstawienia do
wzoru (4.22) wzér ten przybiera postaé

P{B}=2q,Z, + P4, N A} Z,. (4.23)

Zdarzenie {4, N A,}, czyli awaria obu silnikow w czasie lotu, moze zajs¢
z jednym z dwoch roziqcznych zdarzen: {4, N A, |4, oraz {A, N4, |4 p}. Za-
tem, korzystajac ponownie ze wzoru (4.11) na prawdopodoblenstwo zupeine pi-
szemy

P{A, N A,} = P{A}P{4, N A, |4} + P{4,}P{4,"A,A4,} =
= P{A}P{A, |4} + P{A,}P{4)|4,} =2¢,q,.
Ostatecznie

P{B}=2q,Z, +2q,9,Z,.

Po podstawieniu do tego wyrazenia danych otrzymujemy poszukiwane praw-
dopodobiefistwo zaistnienia wypadku samolotu podczas jednego lotu wskutek
awarii uktadu napedu

P{B}=2-0,5-10°-0,10+2-0,5-10°-6-10°-0,98 =

=0,10-10"° +0,000006-10™° ~0,10-10°.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA
(przy uzyciu metody opartej na zasadach algebry zdarzen)

Zadanie 4.1

Na stole roztozona jest talia kart liczaca 52 sztuki. Korzystajac ze wzoru na rozktad dwumia-
nowy, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej 3 z 4 wylosowanych kart jest
asem lub krolem.

Zadanie 4.2

Z kazdej z dwoch 52-kartowych talii wyciagnigto losowo po jednej karcie. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze wyciagnigte karty to as lub krol.
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Zadanie 4.3

Z talii kart wyciagnigto asa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze nastgpna losowo pobrana karta
jest takze asem?

Zadanie 4.4

System sktada si¢ z dwoch identycznych elementdw. Trwato$¢ kazdego z nich ma rozktad wy-
ktadniczy o parametrze A =0,005 1/h. Uszkodzenie dowolnego z elementow powoduje uszko-
dzenie catego systemu. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo uszkodzenia systemu w czasie
t,=24h.

Zadanie 4.5

Wsrod 1000 jednakowych uszezelek zapasowych trzymanych w pojemniku 3% jest wadliwych.
Wsréd pobranych z pojemnika 50 uszczelek znalazto si¢ 6 wadliwych. Nalezy wyznaczy¢ prawdo-
podobienstwo tego, ze losowo pobrana z pojemnika kolejna uszczelka jest wadliwa.

Zadanie 4.6

Prawdopodobienstwo przekroczenia w ciagu 1 roku poziomu alarmowego przez rzekg w pewnej
gminie wynosi 0,1, a prawdopodobienstwo przerwania watow przeciwpowodziowych w tej sytuacji
wynosi 0,15. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu 1 roku nie dojdzie do przerwania
watow przeciwpowodziowych w gminie.

Zadanie 4.7

W wyniku identyfikacji zagrozen na stanowisku pracy uznano, ze podczas wykonywania przez
pracownika zadania moze on zosta¢ potracony przez przejezdzajacy wozek elektryczny. Metoda
ekspercka (podrozdz. 5.4) oszacowano prawdopodobienstwo zajécia tego zdarzenia w ciagu 1 roku.
Wynosi ono 0,015. Takze w sposob ekspercki oszacowano prawdopodobienstwo doznania przez
pracownika co najmniej cigzkich obrazen ciata jako skutku zdarzenia. Wynosi ono 0,1. Nalezy
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty zdrowia przez pracownika w stopniu co najmniej cigzkim
w ciagu 1 roku w zwiazku z potraceniem go przez wozek.

Zadanie 4.8

Podczas dokonywania przez pracownika przegladu instalacji paliwowej samolotu moze doj$¢
do dwoch zdarzen niepozadanych:

A" —upadku pracownika z wysokosci 4 m,
A® — potracenia przez przejezdzajacy wozek.

Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z nich podczas 1 roku, oszacowane metoda ekspercka
(podrozdz. 5.4), wynosza: QY =10,5-10°, 0® = 0,110, Zespot ekspertow oszacowal rowniez, ze
zdarzenia te moga spowodowac co najmniej cigzkie obrazenia pracownika z prawdopodobienstwa-
mi odpowiednio 0,20 i 0,08. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo doznania przez pracownika
w ciagu roku pracy co najmniej cigzkich obrazen, zwiazane z dokonywanymi przegladami.

Zadanie 4.9

W fazie ladowania samolotu zdarza si¢ czasami tak zwane twarde ladowanie. Prawdopodobien-
stwo wystapienia takiego zdarzenia (zdarzenia 4) dla kazdego lotu wynosi P{4} = 0,001. Naprg-
zenia maksymalne o we fragmencie a osi kota podwozia (rys. 4.5) moga wowczas przekroczy¢
granicg R,, wytrzymatos$ci doraznej materiatu osi, co oznacza jej zniszczenie.
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Na podstawie odpowiednich pomiaréw stwierdzono, ze naprgzenia o maja duze rozrzuty loso-
we (w kolejnych tego typu ladowaniach), a ich rozktad prawdopodobienstwa jest normalny z para-
metrami: warto$é oczekiwana Eo =950 MPa, wariancja Vo =95% (MPa)?. Granica R,, wytrzyma-
to$ci materiatu osi ma takze rozktad normalny o parametrach: ER,, = 1715 MPa, VR,, = 170> (MPa)*.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobiefstwo  niezniszczenia osi podwozia przy jednym ladowaniu.

a 0§ kota

D

Rys. 4.5. O$ kota podwozia samolotu

Zadanie 4.10

Do wyptywu chloru z analizowanego fragmentu instalacji chemicznej, przedstawionego na ry-
sunku 4.6, moze dojs$¢ wskutek peknigcia zbiornika (zdarzenia A) albo utraty szczelnosci w potacze-
niu kolierzowym (zdarzenia B). Peknigcie zbiornika jest mozliwe, gdy ci$nienie w nim wzro$nie
ponad warto$¢ krytyczna dla $ciany zbiornika (zdarzenie C) i nie zadziata uktad zabezpieczajacy
(zdarzenie D).

uktad
zabezpieczajacy

T~

potaczenie
kotnierzowe

$cianka
zbiornika

Rys. 4.6. Analizowany fragment instalacji chemicznej

Prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia B i zdarzenia C w ciagu 1 roku wynosza odpowiednio
0;=q;=0,5-10%1 Q- = q-=2-10* Uklad zabezpieczajacy funkcjonuje tylko wtedy, gdy do-
chodzi do zdarzenia C. Niezadziatanie tego uktadu w takiej sytuacji zachodzi z prawdopodobien-
stwem P{D|C} = qp =0,08. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobiefistwo wyptywu chloru w ciagu
1 roku funkcjonowania instalacji chemiczne;j.
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Zadanie 4.11

W chwili wezwania do chorego w stacji pogotowia ratunkowego znajduja si¢ 2 karetki i 2 kie-
rowcow. Prawdopodobienstwo niepodjgcia zadania przez kierowceeg wynosi P{4} = 0,05, a prawdo-
podobienstwo przebywania karetki w tym czasie w fazie naprawy wynosi P{B} = 0,02. Prawdopo-
dobienstwo wystapienia w okresie przejazdu do chorego zdarzenia, uniemozliwiajacego kontynu-
owanie jazdy, wynosi ¢ =5-107 . Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajace-
go na niedotarciu karetki do chorego po przyjeciu zgloszenia.

Zadanie 4.12

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na niedotarciu karetki pogotowia ratunkowego do
chorego po przyjeciu zgtoszenia Q =79 - 10, a prawdopodobienstwo zgonu chorego na skutek takiego
zdarzenia Z = 0,20. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty zycia przez chorego w tej sytuacji.

Zadanie 4.13

Przy podchodzeniu do ladowania nie zadzialal w samolocie podstawowy uktad wypuszczania
podwozia (zdarzenie A). Prawdopodobienstwo niezadziatania awaryjnego ukladu wypuszczania
podwozia (zdarzenia 4,) wynosi 0,01. W przypadku niezadziatania tego uktadu rodzaj i wielkos¢
strat zaleza od jakos$ci ladowania bez podwozia. Prawdopodobienstwo popetnienia btgdu przez pilo-
ta (zdarzenia 4,) w tej sytuacji wynosi 0,10. Prawdopodobienstwo powstania strat ludzkich w przy-
padku popetnienia bledu przez pilota ¢, = 0,80, a w przypadku poprawnego jego dziatania p,=0,15.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo powstania strat ludzkich w opisanej sytuacji (niezadziata-
nia podstawowego uktadu wypuszczana podwozia).

Zadanie 4.14

Jednym ze zdarzen, ktore stwarzaja duze zagrozenie w locie szybowca, jest zablokowanie ste-
ru wysokosci. W celu ratowania zycia w tej sytuacji pilot opuszcza kabing, a nastgpnie otwiera
spadochron. Prawdopodobienstwo tego, ze proba opuszczenia kabiny bedzie nieudana (zdarzenie
a) wynosi g, = 0,20, a prawdopodobienstwo tego, ze proba otwarcia spadochronu bgdzie nieuda-
na (zdarzenie b) wynosi ¢, = 0,002. Prawdopodobienstwo utraty zycia przez pilota: w przypadku
zajcia zdarzenia a@ wynosi Z, = 1, w przypadku sekwencji zdarzen a,b— Z, =0,90, natomiast
w przypadku, gdy po a nastepuje zdarzenie b, wynosi ono Z; = 0. Nalezy wyznaczy¢ prawdopo-
dobienstwo utraty zycia przez pilota wskutek zablokowania steru wysokosci.

Zadanie 4.15

Podczas modelowania ryzyka indywidualnego, zwiazanego z jednym startem szybowca za wycia-
garka, zespot ekspertow wyrdznit dwa pierwotne zdarzenia niepozadane, uznajac je za istotne ze wzgledu
na poziom ryzyka dla pilota. S to: zerwanie liny wyciagarkowej oraz zaczepienie skrzydlem podczas
rozbiegu. Pierwsze z nich moze zaj$¢ w czasie jednego startu z prawdopodobiefistwem 0,8-107 | a dru-
gie — z prawdopodobienstwem 5-107> . Eksperci oszacowali takze, ze zdarzenia te moga spowodowaé
utratg przez niego zycia z prawdopodobienstwami rownymi odpowiednio 0,65 1 0,10. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo utraty zycia przez pilota, zwiazane z 1 startem szybowca.

Zadanie 4.16

Niepoprawne podejscie do ladowania samolotu moze by¢ spowodowane uszkodzeniem w ukla-
dzie sterowania albo niepoprawnym (niezgodnym z procedurami) dziataniem pilota podczas ladowa-
nia. Prawdopodobienstwa zajscia tych zdarzen w jednym ladowaniu wynosza odpowiednio ¢,=2-107°
ig,=5-10"* Prawdopodobiefistwo utraty Zycia przez co najmniej jedna osobg, spowodowane niepo-
prawnym ladowaniem w tej sytuacji, wynosi Z=0,10. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty
Zycia przez co najmniej jedna osobg, zwiazane z niepoprawnym podej$ciem do ladowania.
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Zadanie 4.17

W wyniku identyfikacji zagrozen na stanowisku pracy uznano, ze podczas wykonywania przez
pracownika zadania ¢ moga wystapi¢ dwa zdarzenia:

A, — wlozenie reki przez pracownika w strefg poruszajacych sig elementéw maszyny,
A, — oderwanie si¢ fragmentu wirujacego elementu,

a podczas wykonywania zadania b — jedno zdarzenie

A; — potracenie pracownika przez przejezdzajacy wozek elektryczny.

Metodami eksperckimi oszacowano prawdopodobienstwa zajscia tych zdarzen w ciagu 1 roku.
Wynosza one odpowiednio: 0,005; 0,001; 0,015. Takze w sposob ekspercki oszacowane zostaty
prawdopodobienstwa doznania przez pracownika co najmniej cigzkich obrazen ciala jako skutku
kazdego z tych zdarzen. Wynosza one odpowiednio: 0,004; 0,005; 0,001. Nalezy wskazaé, ktore
z wyroznionych dwoch zadan jest bardziej niebezpieczne dla pracownika.

Zadanie 4.18

Uktad napedu awionetki sktada si¢ z dwoch jednakowych silnikéw. Prawdopodobienstwo wy-
stapienia awarii kazdego z nich, oszacowane dla jednego ($redniego) przelotu, wynosi g = 2- 107",
W czasie ¢ = 1 rok takich przelotow pilot wykonuje m = 200. Prawdopodobienstwo utraty zycia
przez pilota w przypadku uszkodzenia w locie jednego z silnikow wynosi Z, = 0,06, a w przypadku
uszkodzenia obydwu jest ono rowne Z, = 0,90. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty zy-
cia przez pilota awionetki w ciagu 1 roku wykonywania lotow, zwiazane z awariami uktadu napgdu.

Uwaga: zalozyé, ze uszkodzenie jednego silnika nie wplywa na niezawodnos¢ drugiego silnika.

Zadanie 4.19

Pracownik podczas wspotpracy z robotem moze popehi¢ blad (zdarzenie niepozadane A),
w wyniku ktorego pojawia sig stan zagrozenia dla zdrowia i zycia pracownika. Eksperci oszacowa-
li, ze prawdopodobienstwo zajscia takiego zdarzenia w ciagu 1 roku pracy wynosi Q = 0,08. W celu
zmniejszenia ryzyka utraty zdrowia przez pracownika w takiej sytuacji stanowisko jego pracy zo-
stato wyposazone w uktad przeciwdziatania zagrozeniu sktadajacy si¢ z dwoch zespotow. Zespot 2
wlacza si¢ do dziatania tylko wtedy, gdy nie zadziata zespot 1. Prawdopodobienstwo niezadziatania
zespotu 1 (zdarzenia niepozadanego A;) w sytuacji zagrozenia, tzn. w chwili popekienia btedu
przez pracownika, g, = 2- 10, a prawdopodobienstwo niezadziatania zespotu 2 (zdarzenia A,), gdy
nie zadziata zespot 1, wynosi g, = 8- 10~*. Prawdopodobienstwo utraty zycia przez pracownika (zda-
rzenia B) w sytuacji zagrozenia (w wyniku zaj$cia zdarzenia 4), pod warunkiem, ze nie zadziatat
zespot 1, wynosi Z, = P{B|A A} =0,2. Prawdopodobienstwo takie w sytuacji niezadziatania
rowniez zespotu 2 wzrasta do Z, = P{B|lA N A, " A,} =0,9. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobien-
stwo utraty zycia przez pracownika podczas wspotpracy z robotem w ciagu 1 roku.

4.3. METODY GRAFICZNE W PROBABILISTYCZNYM
OPISIE DZIALAN NA ZDARZENIACH

Wyznaczanie i analiza prawdopodobienstw zdarzen losowych, ktore sa rezul-
tatem dziatan na innych zdarzeniach, moze by¢ skomplikowane, gdy tych innych
zdarzen jest wigcej niz kilka. W praktyce inzynierskiej jest to sytuacja wystepujaca
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dos¢ czesto. W celu utatwienia odwzorowywania takich sytuacji i ich matematycz-
nych analiz zostaty opracowane metody utatwiajace te dziatania w praktyce. Sa one
opisywane zwtlaszcza w literaturze dotyczacej zagadnien niezawodnosci i bezpie-
czenstwa, a ich podstawa jest graficzne obrazowanie dziatan na zdarzeniach. Przede
wszystkim nalezy wymieni¢ dwie metody, mianowicie: metode schematow bloko-
wych oraz metode drzew. W obu dziatania na zdarzeniach, gtéwnie suma logiczna
i illoczyn logiczny, sa przedstawiane w sposob umowny i w réznych formach gra-
ficznych. W niniejszym podrozdziale metody te s przedstawione jedynie w duzym
skrocie, obszerne ich opisy sa dostepne w odpowiedniej literaturze.

Zwiazki tych metod z algebra zdarzen sa przedstawione w sposob pogladowy
w tabeli 4.1.

Tabela 4.1. Zwiazki metod graficznych z algebra zdarzen

Dziatanie na zdarzeniach
Zap 18 Metoda suma logiczna iloczyn logiczny
symboliczny | graficzna B4 oA B4 A
=4 V4 =4 N4,
schematow
A A H
blOkOWyCh
i () () (1) ()
graficzne
A, A,
drzew
tak |,
tak
B nie oh
nie @
P{B} =Y P{i}P{Bli}
P {B} i=a
P{B} = P{4, U A, ‘ P{B} = P{4 N A,)

METODA SCHEMATOW BLOKOWYCH

W tej metodzie wyrdznia si¢ gtownie dwa uktady zdarzen: szeregowy, ktory
jest odpowiednikiem sumy logicznej, i rownolegly, ktory jest odpowiednikiem
iloczynu logicznego (rys. 4.7).
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! zdarzenie B |
e ! !

. i |

; zdarzenie B : ! Ay :
! i i — !
A A Ay | : — !
! | | .
i

Rys. 4.7. Uktady zdarzen w metodzie schematow blokowych: a) uklad szeregowy, b) uktad rownolegly

Z uktadem szeregowym mamy do czynienia wtedy, gdy zajscie co najmniej
jednego dowolnego zdarzenia A4, sposrod wyrdéznionych w uktadzie oznacza zaj-
$cie zdarzenia B. Na podstawie wyrazenia (4.4) mozna wowczas napisaé, ze

P{B}=P{A, uA, WA, U..}=P{A}+P{A,}+ P{A} +...
—P{A, N A,} —P{A N A} —P{A, " A} —... (4.24)
+P{A NA, "A}+...
Jesli zdarzenia A, sa rozlaczne, to wyrazenie to upraszcza si¢ do postaci
P{B}=P{A4, UA, WA, U..}=P{A}+P{A,}+ P{A} +... (4.25)
Z uktadem réwnoleglym mamy do czynienia wtedy, gdy do zajécia zdarzenia
B konieczne jest zaj$cie wszystkich zdarzen 4; wyrdéznionych w uktadzie. Z po-
staci wyrazenia (4.8) wynika wowczas, ze
P{B}=P{A, N A, " A; ..} = P{A,| A " A,} P{A4,| A} P{A}. (4.26)
Jesli zdarzenia A, sa niezalezne, to wyrazenie to upraszcza si¢ do postaci
P{B} = P{A }P{A,} P{4;}. (4.27)

W praktyce wyznaczania prawdopodobienstwa P{B} w odniesieniu do ukta-
dow szeregowych wygodniejsze jest operowanie relacjami

P{B}=1-P{B},
gdzie
P{B}=P{A NnA,nA;N..}, (4.28)

przy czym prawa strona wyrazenia (4.28) jest wyznaczana przy uzyciu wzoru
(4.26) lub (4.27).

Uwaga: Obliczenia oparte na schematach blokowych sa stosowane migdzy innymi w analizach nie-
zawodnosci. Obecnie jest dostgpne specjalistyczne oprogramowanie, ktore automatyzuje te oblicze-
nia. Zadaniem inzyniera niezawodnosci jest dekompozycja struktury niezawodno$ciowej systemu
i przedstawienie jej w postaci schematu blokowego oraz okreslenie niezawodno$ci poszczego6lnych
elementow systemu, uwzglednionych w schemacie.
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PRZYKLADY

Przykeap 4.13

Pewne urzadzenie jest zlozone z czterech zespotow. W rezultacie modelowa-
nia jego niezawodno$ci w kazdym z zespoldw wyrdzniono po jednym zdarzeniu,
uznanym za uszkodzenie zespotu. Sa to zdarzenia odpowiednio: 4, 4,, A5 1 A,.
Eksperci stwierdzili, ze do uszkodzenia urzadzenia (zdarzenia B) moze dojs¢, je-
sli uszkodzi sig: zespot 4 (tzn. pojawi si¢ zdarzenie 4,) lub pozostata czg$¢ urza-
dzenia, czyli zespdt 3 1 co najmniej jeden z zespolow 1 1 2.

W pierwotnej wersji wszystkie zespoty urzadzenia majq wartosci funkcji nie-
zawodnosci, czyli prawdopodobienstwa nieuszkodzenia okreslone dla przewidy-
wanego czasu ¢ funkcjonowania urzadzenia, jednakowe i rowne R(f) = R, = 0,95.
Nalezy:

1) przedstawi¢ w postaci schematu blokowego zaleznos$¢ uszkodzenia urzadzenia
od uszkodzen jego zespotow,

2) przeanalizowac, poprawa niezawodnosci ktdrego z zespotow 1 i 4 skuteczniej
wptywa na niezawodno$¢ urzadzenia.

Rozwigzanie

Ad 1) Z tresci przyktadu wynika, ze uszkodzenie zespotu 4 (zdarzenie A4,)
i uszkodzenie pozostatej czgsci urzadzenia, ztozonej z zespotow 1, 2 i 3 (zdarze-
nie A,3), tworza szeregowy uktad zdarzen, czyli sume logiczna zdarzen A, 14, ;.
Zdarzenie A ,5, opisane w tresci przyktadu, moze wystapic, jesli pojawi si¢ zda-
rzenie A 1 co najmniej jedno ze zdarzen 4, oraz A,. Zatem zalezno$¢ zdarzenia B,
czyli uszkodzenia urzadzenia, od uszkodzen jego zespoldw mozna odwzorowaé
w postaci schematu blokowego, pokazanego na rysunku 4.8.

Rys. 4.8. Zalezno$¢ uszkodzenia urzadzenia od uszkodzen jego zespotow

Ad 2) Przyjmijmy, Ze miarg niezawodnosci urzadzenia jest funkcja niezawodno-
$ci R, definiowana jako prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do B, czyli

R=P{B}=1-P{B}. (4.29)
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Schemat blokowy (rys. 4.8) ulatwia sformutowanie zaleznosci prawdopodo-
bienstwa zdarzenia B od prawdopodobienstw zdarzeh 4,, 4,, A1 A,. Zaldzmy, ze
zdarzenia A, sa niezalezne. Zgodnie z regutami podanymi w tabeli 4.1 prawdopo-
dobienstwo zdarzenia B wynosi

P{B} = P{A, U A} = P{A,} + P{A,;} - P{4, " A5} (4.30)
Z zatozonej niezaleznosci zdarzen wynika, ze
P{A, N A3} = P{A,; P(A;). (4.31)

Prawdopodobienistwo zdarzenia 4,,; wynosi (rys. 4.8)
P{A 3} = P{d; N (A U Ay)} = P{AJ[P{A} + P{A,} — P{A} P{A,}] =
=0,[0,+0,-0,0,]
Zatem wzor (4.31) przybiera postac
P{A, 0 A3} = 0,0:[0 + 0, - 00, ],
a wyrazenie (4.30)
P{B}=0,+0,[0+ 0, -00,]-0,0,[0, + 0, -00,]=

=0, +0; [Q] +0, _Qle](l_Q4)-

W rezultacie podstawienia tego wyniku i relacji O, = 1 — R, do wzoru (4.29)
otrzymujemy po przeksztatceniach

R=R,[1-(1-R;)(1-RR,)]. (4.33)

W celu przeanalizowania wptywu poprawy niezawodnosci zespotow 1 i 4 na
niezawodno$¢ catego urzadzenia przeksztalcamy to wyrazenie w dwie oddzielne
zaleznosci funkcji niezawodnosci R od: tylko wielkosci R, 1 tylko od wielkos$ci R,.
Po podstawieniu do wyrazenia (4.33) wartosci R, = R; = R, = 0,95 otrzymujemy
pierwsza z nich

R=0,9025+0,0451R,, (4.34)

(4.32)

a w rezultacie podstawienia wartosci R, = R, = R; = 0,95 uzyskujemy druga
R=0,9951R,. (4.35)

Z postaci wyrazen (4.34) i (4.35) wynika, ze wplyw poprawy niezawodnosci
zespotu 4 na niezawodnos$¢ urzadzenia jest znacznie silniejszy niz w przypadku
zespotu 1. Tak na przyktad zwigkszenie wielkosci R, od wartosci 0,95 do 0,97,
zgodnie ze wzorem (4.34), daje wynik

R=0,9025+0,0451-0,97 = 0,9462,
a w rezultacie podobnej poprawy niezawodnos$ci zespotu 4 otrzymujemy

R=0,9951-0,97 =0,9652.
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PrzykraD 4.14

Dziatanie systemu obrony przeciwrakietowej opisane w przyktadzie 4.11 na-
lezy przedstawi¢ w formie schematu blokowego i, opierajac si¢ na nim, wyzna-
czy¢ prawdopodobienstwo stracenia rakiety. Do obliczen przyjac¢ dane z przykta-
du4.11:r,=0,95,r,=097,r,=0,85.

s sl

Rozwiqzanie

Oznaczmy przez:
A — wykrycie wystrzelonej rakiety,
B, — zdarzenie polegajace na trafieniu w wykryta rakietg przez wyrzutnig 1,
B, — zdarzenie polegajace na trafieniu w wykryta rakietg przez wyrzutnig 2,
B — stracenie rakiety.

Z opisu dzialania systemu obrony przeciwrakietowej, przedstawionego w tre-
$ci przyktadu 4.11, wynika, ze do stracenia rakiety (zdarzenia B) dochodzi, jesli
rakieta zostanie wykryta (zdarzenie A) i zostanie trafiona albo przez wyrzutni¢
1 albo przez wyrzutnig 2. Takie dziatanie mozna wigc przedstawi¢ w graficznej
formie schematu blokowego, jak na rysunku 4.9.

Rys. 4.9. Schemat blokowy dziatan systemu obrony przeciwrakietowej prowadzacych do stracenia
rakiety

Ze schematu tego wynika, iz prawdopodobienstwo zdarzenia B wynosi
P{B}=P{AN(B,UB,)}=P{A}P{B, UB,}. (4.36)

Prawdopodobienstwo wykrycia rakiety P{4} = r,. Zdarzenia B, i B, sa zda-
rzeniami rozlacznymi, wiec

P{B,UB,}=P{B,} + P{B,}. (4.37)

W wyrazeniu tym P{B,} =r,,. W rozwazanym przyklfadzie zdarzenie B, zachodzi
tylko tacznie ze zdarzeniem B,, zatem

P{B,}=P{B, "B }=P{B}P{B,|B)}=(1-1,)r,.
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Stad
P{B,UB,} =1+ (-1 )r,.

Wszystkie wielkosci wystepujace w wyrazeniu (4.36) sa wigc juz znane i mo-
zemy nada¢ mu postac

P{B} = w[’”sl +(1_’”s1)’”s2]-
Po podstawieniu danych otrzymujemy

P{B}=0,95[0,97+(1-0,97)-0,85] = 0,946.

Przykeap 4.15

W rezultacie modelowania niezawodnos$ci pewnego systemu zdarzenie B po-
legajace na uszkodzeniu systemu w okre§lonym czasie zobrazowano za pomoca
schematu blokowego przedstawionego na rysunku 4.10.

A, A, A,
H H H

Rys. 4.10. Zaleznos¢ uszkodzenia analizowanego systemu od wyr6znionych w nim uszkodzen
(uszkodzen jego elementow)

Wyréznione w nim zdarzenia A4,, gdzie i = 1, 2, ..., 9, sa uszkodzeniami ele-
mentdéw systemu. Sa one niezalezne. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo R
nieuszkodzenia systemu w czasie ¢ przy zatozeniu, ze znane sa prawdopodobien-
stwa g, uszkodzenia elementow systemu w tym czasie.

Rozwiqzanie

Celem przyktadu jest wyznaczenie prawdopodobienstwa
R =P{B}. (4.38)

Zauwazmy, ze w przedstawionym schemacie blokowym mozna wyrézni¢ gru-
py I, II 1 III elementéw systemu (rys. 4.11), a uszkodzenia kazdej grupy, czyli
zdarzenia A, A; i Ay, tworza szeregowy uktad zdarzen. Oznacza to, ze

P{B}=P{A, N A; N Ay}. (4.39)
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Poniewaz zdarzenia A, sa niezalezne, wigc rowniez zdarzenia A, A, i Ay sa
niezalezne. Stad, opierajac si¢ na wzorze (4.27), wyrazeniu (4.39) nadajemy
postac

P{B} = P{A,}P{A,}P{Ay}. (4.40)

Rys. 4.11. Szeregowy uktad grup zdarzen

Wyznaczmy kolejno prawdopodobienstwa wystgpujace po prawej stronie tego
wyrazenia. Wykorzystamy do tego dzialania na zdarzeniach wynikajace ze sche-
matu blokowego (rys. 4.11) i zamieszczone na jego tle.

Prawdopodobienstwo zajicia zdarzenia A, wynosi

P{Zl}zl_P{AI}:
przy czym
P{A} = P{A, N A;§ = P{(A W A)) N Ay} = P{A, U A} P{ds} =
= (P{A} + P{A,} — P{A}P{A,}) P{As} = (9, + 4, — 9,9,) 45
Stad
P{A} =1-(q, + 4, ~ 014 ) 45 (4.41)

Zdarzenie Ay, jest zbiorem zdarzen A, A5 AgiA, tworzacych ukiad szeregowy
(czyli jest sumg tych zdarzen). Korzystajac z relacji (4.27), znajdujemy prawdo-
podobienstwo

P{d,} = PLAGPUA I PUA LA = (1= g)(1- g5) (1= go) (1= g;). (4.42)
Prawdopodobienstwo zajicia zdarzenia A, wynosi

P{ZIH} ZI_P{AIH}v
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przy czym

P{Ay = P{Ay 0 Ay} = P{Ag i P{Ay} = gy,

Zatem

P{Ay} =1-gyq,. (4.43)

Uzyskane wyniki w postaci wzoréw (4.41)—(4.43) podstawiamy do wyrazenia
(4.40) 1 na mocy relacji (4.38) otrzymujemy

R=[1-(q + 9, —419,)9;1(1 — g4 )(1 — g5 )1 — g )1 — q7 )1 — g545).

Jest to poszukiwane prawdopodobienstwo nieuszkodzenia analizowanego syste-
mu (W czasie f).

METODA DRZEW

Metody drzew sa w literaturze prezentowane w réznych formach graficznych,
ale pod wzgledem merytorycznym rdéznice te sa niewielkie. Najcze$ciej przedsta-
wiana i stosowana w praktyce (zwlaszcza w analizach ryzyka) jest metoda, w ra-
mach ktorej przy konstruowaniu drzewa obrazujacego zwiazki migdzy zdarze-
niami i dziatania na nich stosuje si¢ umowne symbole sumy logicznej i iloczynu
logicznego zdarzen, pokazane na rysunku 4.12.

a) b)
Rys. 4.12. Symbole operacji logicznych na zdarzeniach: a) sumy logicznej (,,lub”), b) iloczynu
logicznego (,,1”)

Procz graficznych symboli operacji logicznych w metodzie tej stosuje sig tak-
ze inne znaki graficzne, gtéwnie symbole zdarzen. Dwa z nich sa przedstawione
na rysunku 4.13. Ich rola jest uwidoczniona na rysunku 4.14, przedstawiajacym
przyktad drzewa zdarzen w tej metodzie.

a) b)

O

Rys. 4.13. Wazniejsze symbole graficzne zdarzen: a) zdarzenie podstawowe, b) zdarzenie bgdace
rezultatem operacji logicznej
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Rys. 4.14. Przyktad drzewa zdarzen

Metoda oparta na takich drzewach jest stosowana gtoéwnie w praktyce inzy-
nierskich analiz ryzyka i analiz niezawodnosci. Jest w nich wykorzystywana do
wyznaczania prawdopodobienstwa zaj$cia zdarzenia B jako funkcji prawdopo-
dobienstw zdarzen podstawowych 4;. W modelach ryzyka i niezawodnosci zda-
rzeniami wyroznianymi w drzewie sa zdarzenia niepozadane, tzn. stwarzajace
mozliwo$¢ pojawienia si¢ strat (np. ludzkich lub finansowych). Z tego powodu
metoda jest nazywana metoda drzewa niesprawnosci (lub metoda drzewa uszko-
dzen). Tworzenie drzewa rozpoczyna si¢ od identyfikowania w analizowanym
systemie zdarzen bedacych bezposrednimi przyczynami zdarzenia B (nazywane-
go zdarzeniem szczytowym) i ustaleniu ich wplywu na mozliwos¢ wystapienia
tego zdarzenia. Takimi zdarzeniami w drzewie pokazanym na rysunku 4.14 sa:
C,4, Cs 41 C, 5. Proces identyfikowania przyczyn zdarzen (niepozadanych) jest
prowadzony na kolejnych poziomach zbioru przyczyn i konczy si¢ na zdarzeniach
podstawowych.

Opis matematyczny dziatan na zdarzeniach, tj. sumy logicznej i iloczynu lo-
gicznego, przedstawianych za pomoca symboli pokazanych na rysunku 4.12 jest
charakterystyczny dla tych dziatan i identyczny, jak w przypadku metody schema-
tow blokowych. Jest on ujety relacjami (4.24)—(4.27).

Uwaga: Warto podkresli¢, ze podobnie, jak w przypadku obliczen prowadzonych przy uzyciu me-
tody graficznej schematow blokowych, rowniez w przypadku obliczen opartych na metodzie drzew
jest dostgpne specjalistyczne oprogramowanie, ktére automatyzuje obliczenia. Zadaniem inzyniera
jest dekompozycja systemu i przedstawienie go w postaci odpowiedniego drzewa oraz okreslenie
prawdopodobienstw wystapienia zdarzen podstawowych, uwzglgdnionych w drzewie.
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W analizach ryzyka i niezawodno$ci prawdopodobienstwa zdarzen niepozada-
nych, w szczegdlnos$ci zdarzen podstawowych, sa zwykle na tyle mate, ze w opi-
sie matematycznym sumy zdarzen pomija si¢ (cho¢ nie jest to reguta) cztony
zawierajace prawdopodobienstwa iloczyndéw zdarzen jako mate w porownaniu do
cztonoéw okreslajacych prawdopodobienstwa zdarzen. Przyjmuje si¢ zatem, ze

P{A, UA, U A, L.}~ P{A}+ P{A,} + P{A} +... (4.44)

Zwykle tez w tych analizach zaktada si¢ niezaleznos¢ zdarzen, czego konsekwen-
cja jest relacja

P{A N A, N A, ..} = P{4}P{A,} P{A;}... (4.45)

Takie zalozenia upraszczajace utatwiaja wyznaczanie prawdopodobienstwa zda-
rzenia szczytowego, czyli zdarzenia B.

Jesli znane sa prawdopodobienstwa ¢; wystapienia zdarzen podstawowych A;
oraz struktura drzewa, to przy wspomnianych zalozeniach upraszczajacych wzgled-
nie tatwo mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia B. Tak na przyktad,
gdyby drzewo miato postac taka, jak przedstawiona na rysunku 4.14, to

P{B} = P{C,_,} + P{Cs_¢} + P{C; 3},
gdzie:

P{C_4} =919, + 45+ 44,
P{Cs_ ¢} =4q545,
P{C; 13} = q745 (‘]9 + 4 ) +aqn T 912t 4915,

1 w rezultacie

PiB}=q1q, + 45 + 44 + 4596 + 4795 (49 + G10) + G411 + 412 + 43

Inna posta¢ drzewa jest tworzona w sytuacji, gdy poszukiwane jest prawdopodo-
bienstwo zdarzenia B, ktore moze zaj$¢ z jednym z roztacznych zdarzen a, b, c, ...
W analizach ryzyka zdarzenia a, b, c, ... sa na ogot zbiorami zdarzef uporzad-
kowanymi w scenariusze przebiegu zdarzen, wedtug ktorych dochodzi do okre-
slonych negatywnych konsekwencji (zdarzenia B), np. strat ludzkich. Przyktad
jednej z postaci takiego drzewa scenariuszy przebiegu zdarzen jest przedstawiony
na rysunku 4.15. Symbole 9 = P{A, |4;} oznaczaja prawdopodobienstwa wa-
runkowe — zajscia zdarzenia 4; pod warunkiem wczesniejszego zajscia zdarze-
nia 4, (podrozdz. 4.2).

Zdarzenie B w tym drzewie oznacza zajscie okreslonych konsekwencji jako
skutku innego zdarzenia, np. wybuchu pozaru w magazynie. W zaleznosci od celu
analizy moze to by¢ na przyktad utrata zycia przez cztowieka, okreslone szkody
finansowe i in. W drzewie tym wyrdzniono 5 scenariuszy (a—e) przebiegu zda-
rzen, wedlug ktorych moga te konsekwencje zaistnie¢. Kazdemu ze scenariuszy
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jest przypisany rozmiar konsekwencji, np. w formie
Z, = P{Bli}, (4.46)

gdzie i = a, b, ... jest okreslonym scenariuszem. Zgodnie ze wzorem (4.11) na
prawdopodobienstwo zupetne, prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia B w przed-
stawionym przyktadzie wynosi

P{B} = iP{i}P{BIi} = ip{i}z,.. (4.47)

Kazdy ze scenariuszy jest iloczynem zdarzen wyrdznionych w drzewie. Zatem
prawdopodobienstwo przebiegu zdarzen zgodnie na przyktad ze scenariuszem
i = ¢ wynosi

Pli=c} =P{AI}P{;12|A1}P{A3|A1 mZz} qu(l_qz\l)%\li' (4.48)

W odroéznieniu od metody opartej na drzewach typu prezentowanego na rysun-
ku 4.14 metoda graficzna, w ktorej wykorzystuje si¢ drzewa scenariuszy przebie-
gu zdarzen (o postaci, jak na rysunku 4.15), umozliwia odwzorowywanie chrono-
logii w przebiegu zdarzen, np. w tworzonym modelu ryzyka.

A, A, A, Konsekwencje
tak,
q3|12 Z
tak, go
tak, q, nie, 1 *q3‘12 o b 7
b
tak, 9312
B . | c Z
nie, 1 — D)1
o 1 — s
. nie, 9312 d 7
nie, 1 —g, 7

Rys. 4.15. Przyktad drzewa w sytuacji, gdy analizowane zdarzenie (zdarzenie B) moze zajs$¢ wedtug
roéznych scenariuszy

PRZYKLADY

PrzykraDp 4.16
Dziatanie systemu obrony przeciwrakietowej opisane w przyktadzie 4.11 na-

lezy przedstawi¢ w formie odpowiedniego drzewa scenariuszy zdarzen i, opiera-
jac si¢ na nim, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo stracenia rakiety. Do obliczen
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przyja¢ dane z przyktadu 4.11: r,, = 0,95, r,, = 0,97, r, = 0,85. Poréwna¢ wynik
z wynikami uzyskanymi w przykladach 4.11 i 4.14.

Rozwiqzanie

Podobnie, jak w przyktadzie 4.14, oznaczmy przez:
A — wykrycie wystrzelonej rakiety,
B, — zdarzenie polegajace na trafieniu w wykryta rakietg przez wyrzutnig 1,
B, — zdarzenie polegajace na trafieniu w wykryta rakietg przez wyrzutnig 2,
B — stracenie rakiety.

Z opisu dziatania systemu obrony przeciwrakietowej, przedstawionego w tre-
$ci przyktadu 4.11, wynika, ze do stracenia rakiety (zdarzenia B) dochodzi, jesli
rakieta zostanie wykryta (zdarzenie A) i zostanie trafiona albo przez wyrzutnig 1
albo przez wyrzutnig 2. Takie dzialanie mozna wigc przedstawi¢ w graficznej for-
mie drzewa zdarzen pozadanych, jak na rysunku 4.16, albo posrednio w formie
drzewa zdarzen niepozadanych, jak na rysunku 4.17.

W przypadku korzystania z drzewa przedstawionego na rysunku 4.16 wyzna-
czanie prawdopodobienstwa zajScia zdarzenia B, czyli stracenia rakiety, przebie-
ga wedlug procedury takiej, jak w przyktadzie 4.14. W niniejszym przykladzie
wykorzystajmy do tego celu drzewo przedstawione na rysunku 4.17. Zdarzeniem
szczytowym jest w tym drzewie zdarzenie przeciwne do zdarzenia B. Przyjmujemy
zalozenia upraszczajace wspomniane wczesniej, ze zdarzenia podstawowe sa nieza-
lezne 1 ze prawdopodobienstwa ich zajscia sa niewielkie (patrz dane). Poszukiwane
prawdopodobienstwo zwigzane jest ze zdarzeniem szczytowym drzewa relacja

P{B}=1-P{B}. (4.49)

stracenie rakiety B

R

trafienie przeciwrakieta
wykrycie B,

rakiety

trafienie
przez druga
wyrzutni¢
B,

Rys. 4.16. Drzewo zdarzen prowadzacych do stracenia rakiety
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niestracenie rakiety B

R

nietrafienie przeciwrakiety
niewykrycie B,

rakiety
A

nietrafienie
przez druga
wyrzutni¢
B,

nietrafienie
przez pierwsza)
wyrzutni¢
B,

Rys. 4.17. Drzewo zdarzen prowadzacych do niestracenia rakiety
Jak wynika z postaci drzewa, prawdopodobienstwo niestracenia rakiety, czy-

li prawdopodobienstwo zdarzenia B, wynosi w przyblizeniu (w przyblizeniu ze
wzgledu na zatozenia upraszczajace)

P{B}=P{AUB,} = P{4} + P{B,,},

gdzie:

P{A}=1-r,,

P{Elz} = P{E1}P{§2 |Bl} =(1-r))A-ry).
Stad

P{B}=1-r,+(1-r)1-7,).

Zatem wyrazeniu (4.49) mozemy nadac postacé
PiBy=r, —(1=r)(1-7,).

W rezultacie podstawienia danych do tego wzoru otrzymujemy
P{B}=0,95-(1-0,97)(1-0,85) =0,9455.

Jest to wigc wynik praktycznie taki sam, jak uzyskany innymi metodami w przy-
ktadach 4.11 1 4.14.
Przykrap 4.17

W chwili wezwania do chorego w stacji pogotowia ratunkowego znajduja sig 2
karetki 1 2 kierowcow. Prawdopodobienstwo niepodjgcia zadania przez kierowce
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wynosi P{4,} = P{A,} = q.= 0,05, a prawdopodobienstwo przebywania karetki
w tym czasie w fazie naprawy wynosi P{4,} = P{A,} = g, = 0,02. Prawdopodo-
bienstwo wystapienia w okresie przejazdu do chorego zdarzenia, uniemozliwia-
jacego kontynuowanie jazdy, wynosi P{4s} = g; = 5-107. Opisane przyczyny
ewentualnego niedotarcia karetki pogotowia do chorego zespot ekspertow zobra-
zowal w postaci drzewa przedstawionego na rysunku 4.18. Nalezy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na niedotarciu karetki do chorego
po przyjeciu zgtoszenia.

niedotarcie karetki do chorego

B
[ \ Y
niezdatno$¢ zespotu kierowcow niezdatnos¢ zespotu karetek U
A, Ay, liwienie

Rys. 4.18. Drzewo przyczyn niedotarcia karetki do chorego

Rozwiqzanie

Podobnie, jak w przyktadzie 4.16, zakltadamy, Zze zdarzenia podstawowe sa
niezalezne i ze ich prawdopodobienstwa sa wzglednie mate (patrz dane). Te zalto-
zenia uzasadniaja korzystanie z relacji (4.44) i (4.45) przy wyznaczaniu prawdo-
podobienstwa P{B}. Zgodnie z nimi

P{B} = P{A),} + P{Ay,} + P{As}, (4.50)
gdzie:

P{Ap} = P{A}P{A4}=¢,

P{Ay} = P{A}P{A,} = g},

P{As} = q;-
Zatem

P{B}=gq_ +q; +q, =(0,05)> +(0,02)* +0,005 = 0,0079.
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PrzykrAD 4.18

Jednym ze zdarzen, wskazanych przez ekspertéw w ramach identyfikacji za-
grozen w pewnym magazynie, jest wybuch pozaru. Zgodnie z procedurami powin-
na zadziata¢ wowczas zaktadowa shuzba przeciwpozarowa, a jesli nie zadziatata
poprawnie, to w tej sytuacji powinna odpowiednio zadziata¢ zewngtrzna straz po-
zarna. Straty ludzkie, okreslone liczba ofiar §miertelnych, zaleza od poprawnosci
dziatania wspomnianych stuzb. Przebieg zdarzen w sytuacji wybuchu pozaru eks-
perci zobrazowali za pomoca drzewa zdarzen przedstawionego na rysunku 4.19,
przy czym symbole 4, oraz A, oznaczaja zdarzenia polegajace na niepoprawnym
dziataniu stuzb przeciw pozarowych: zakltadowej oraz zewngtrznej, a symbol A4,
oznacza zajs$cie wypadku (pojawienie sig strat ludzkich).

W magazynie

A, A, A,
tak, ¢, a
tak, ¢,
tak, ¢, nie, 1—g;
pojawienie P b
sig ofiar gy,
Smiertelnych .
nie, 1 -
B 9
nie, 1 — 9312 d
nie, 1 —gq,
wybuch
pozaru

Konsekwencje

Z,

Rys. 4.19. Drzewo scenariuszy przebiegu zdarzen po wybuchu pozaru w magazynie

Kazdemu scenariuszowi przebiegu zdarzen przypisany jest rozmiar strat ludz-
kich w postaci prawdopodobienstwa Z, = P{Bli} wystapienia ofiar $miertelnych.
Eksperci oszacowali wartosci wielkosci uwzglednionych w drzewie. Wynosza
one: Z,=092,7Z.=0,10, Z, = Z,= Z, = 0 (gdyz przy przebiegu zdarzen we-
dlug scenariuszy b, d i e nie dochodzi do wypadku); ¢, = 0,3, ¢, = ¢,; = 0,2,

93 = q312= 0,95, 9312 = 0,10.

Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo pojawienia si¢ ofiar $miertelnych,
ktére moze spowodowac wybuch pozaru w analizowanym magazynie.
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Rozwiqzanie

Z postaci drzewa zdarzen przedstawionego na rysunku 4.19 wynika, ze do strat
ludzkich w postaci ofiar Smiertelnych (do zdarzenia B) moze dojs¢ w rezultacie
przebiegu zdarzen po wybuchu pozaru wedhlug jednego z pigciu scenariuszy.

Zgodnie ze wzorem (4.47) na prawdopodobienstwo zupeine poszukiwane
prawdopodobienstwo wynosi

P{B} = ZP{i}Zl. =Pla}Z,+ P{b}Z, + P{c}Z.+ P{d}Z, + P{e}Z,, (4.51)
gdzie prawdopodobienstwa przebiegu zdarzen (po wybuchu pozaru) wedtug sce-
nariuszy a—e wynosza odpowiednio:

Plaj = q,9,9;,

Pib} =q,9,(1-q3),

Pley=q(1-9,)q5;3 (4.52)
Pld; =q,(1- )1~ gq5;5),

Ple}=1-gq,.

Poniewaz prawdopodobienstwa pojawienia si¢ ofiar $§miertelnych, przypisa-
ne scenariuszom b, d i e, wynosza Z, = Z, = Z, = 0, wigc wyrazenie (4.51) po
uwzglednieniu takze odpowiednich wzordéw (4.52) przybiera postac

P{B}=q,9,9:Z, +q,(1—q, )q3‘1§Zc'
Po podstawieniu danych otrzymujemy
P{B}=0,3-0,2-0,95-0,92+0,3(1-0,2)-0,10-0,10 =
=0,05244+0,00240 = 0,05484.

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ ofiar $§miertelnych, ktére moze spowodowac
wybuch pozaru w analizowanym magazynie, wynosi zatem okoto 0,055.

Jak mozna bylo przypuszczaé, przebieg zdarzen wedlug scenariusza a jest
kilkadziesiat razy grozniejszy niz przebieg zdarzen wedtug scenariusza c. Wska-
zuja na to liczby (4.53) uzyskane w trakcie obliczen.

(4.53)

PrzyxraD 4.19

W niewielkiej hali zaktadu produkcyjnego znajduje sig instalacja chemiczna.
Jednym ze zdarzen, wskazanych przez ekspertow w ramach identyfikacji zagrozen
zwiazanych z tg instalacja, jest wyplyw z niej chloru. Przyczyny tego zdarzenia
niepozadanego oraz scenariusze przebiegu zdarzen po zajsciu takiego zdarzenia
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eksperci zobrazowali w formie odpowiednich drzew zdarzen. Sa one przedsta-

wione na rysunku 4.20.

A, As
Konsekwencje
tak,
qs o 7z
tak, q,
pojawienie
sie ofiar nie, 1—gs b
$miertelnych - 2
B|C i _
nie, 1 -g¢, ¢ 7
wyptyw
chloru
C

8

rozszczelnienie zbiornika

g q, - qs
przekrocz. niezadzial. e
przez cisnienie il Szczelnosc.1

warto$ci w potaczeniu

zabezpiecz.

kotnierz.

A A3

Rys. 4.20. Drzewo przyczyn wyptywu chloru oraz drzewo scenariuszy przebiegu zdarzen po poja-
wieniu si¢ chloru w hali (4, — zablokowanie gtéwnych drzwi wyjsciowych, A5 — nieotwarcie wyjscia

awaryjnego)

Znane sa warto$ci prawdopodobienstw zdarzen 4,—A45. Wynosza one odpowiednio:

q,=2-107,

0.5.10 w ciggu roku
q; =Y,5- )

9 =9 = 0,08,

27 =0,
q,=0,01,
qs = g5, =0,90.

Znane sa takze prawdopodobienstwa Z, = P{Bli} wystapienia ofiar $miertelnych
w rezultacie przebiegu zdarzen wedlug scenariuszy a, b i ¢ po wyptywie chloru:

7,=0,92, Z,= 0,20, Z,= 0.
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Korzystajac z zasad metod drzew, nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo po-
jawienia si¢ ofiar §miertelnych w ciagu 1 roku funkcjonowania instalacji chemicz-
nej, zwigzane z mozliwos$cia wyptywu z niej chloru.

Rozwigzanie

Poszukiwane prawdopodobienstwo oznaczmy symbolem A. Aby doszto do
wspomnianych strat ludzkich, konieczne jest zajscie zdarzenia C i zdarzenia B.
Zatem

A =P{C N B}=P{C}P{B|C}. (4.54)
Jak wynika z drzewa przyczyn wyptywu chloru (rys. 4.20),
P{C}=q,9, +q;. (4.55)

Na podstawie drzewa scenariuszy przebiegu zdarzen po zajsciu zdarzenia C
stwierdzamy, ze

P{BIC} = q,q5Z, +4,(1-45)Z, + (1= 4,)Z,. (4.56)
W rezultacie podstawienia wyrazen (4.55) i (4.56) do wzoru (4.54) otrzymujemy
A=(q9, + ‘13)[‘]4%Za +q,(1-g5)Z, +(1- %)Zc],
a po podstawieniu danych liczbowych
A=(2-10"-0,08+0,5-107)[0,01-0,90-0,92 +0,01(1-0,90)0,20 + (1 - 0,01)- 0] =
=0,56-10"°.

Zatem prawdopodobienstwo pojawienia sig¢ ofiar $miertelnych w ciagu 1 roku
funkcjonowania instalacji chemicznej, zwiazane z mozliwos$cia wyplywu z niej
chloru, wynosi A =0,56-10°.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 4.20

Sytuacje opisana w tresci zadania 4.11 nalezy przedstawi¢ w formie schematu blokowego, a na-
stepnie, stosujac zasady tej metody graficznej, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, polega-
jacego na niedotarciu karetki do chorego po przyjgciu zgltoszenia.

Zadanie 4.21

Obiekt sktada si¢ z dwoch zespolow. W kazdym z nich sa dwa jednakowe elementy. W rezul-
tacie modelowania niezawodnosci tego obiektu zdarzenie B polegajace na uszkodzeniu obiektu
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w okre§lonym czasie zobrazowano za pomoca schematu blokowego przedstawionego na rysun-
ku 4.21. Czas poprawnego funkcjonowania kazdego z czterech wyrdéznionych elementow do wy-
stapienia uszkodzenia A, elementu jest opisany za pomoca rozktadu wyktadniczego o parametrach
odpowiednio: 4 =4, =0,020 1/rok i A4, =4, =0,005 1/rok. Opierajac si¢ na przedstawionym
schemacie blokowym, nalezy:

1) wyznaczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia uszkodzenia obiektu w ciagu 1 roku,

2) wskaza¢ zespol bardziej zawodny.

o+ _§-|A3|—|A4|——!-o

H |
Ezespél I :
|
|

zespot 1

Rys. 4.21. Schemat blokowy zaleznosci uszkodzenia analizowanego obiektu od wyr6znionych
w nim uszkodzen

Zadanie 4.22

W rezultacie modelowania niezawodno$ci pewnego systemu zdarzenie B polegajace na
uszkodzeniu systemu w okreslonym czasie zobrazowano za pomoca schematu blokowego przed-
stawionego na rysunku 4.22. Wyr6znione w nim zdarzenia A; sa uszkodzeniami elementéw sys-
temu. Sa one niezalezne. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo R nieuszkodzenia systemu
w czasie ¢ przy zatozeniu, ze znane sa prawdopodobiefstwa ¢, uszkodzenia elementow systemu
w tym czasie.

Rys. 4.22. Schemat blokowy zalezno$ci uszkodzenia analizowanego systemu od wyr6znionych
w nim uszkodzen

Zadanie 4.23

W rezultacie analizy pewnego systemu ustalono i przedstawiono w formie drzewa przyczyny
zdarzenia C (rys. 4.23.1).

Zajscie zdarzenia C moze wywota¢ okreslone straty finansowe B (np. B > 1 min zt). Prawdo-
podobienstwo pojawienia si¢ takich strat zalezy od przebiegu kolejnych zdarzen po zajsciu zdarze-
nia C. Przewidywane scenariusze sa przedstawione w postaci drzewa scenariuszy z przypisanymi
tym scenariuszom znanymi konsekwencjami Z, = P{Bli}, gdzie i = a, b, ¢ (rys. 4.23.2). Znane sa
takze prawdopodobienstwa: ¢q,—qs zaj$¢ zdarzen 4,—As w ciagu 1 roku, g—qs zajs¢ zdarzen A—Ag
(jako przyczyn zdarzenia E) oraz Q zajscia zdarzenia D. Korzystajac z zasad metod drzew, nalezy
wyznaczy¢ prawdopodobienstwo pojawienia sig strat finansowych B w ciagu 1 roku funkcjonowa-
nia systemu, zwigzane z mozliwo$cia wystapienia zdarzenia C.
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Rys. 4.23. Drzewo przyczyn zdarzenia C oraz drzewo scenariuszy przebiegu zdarzen po pojawieniu
si¢ tego zdarzenia

Zadanie 4.24

Zespot ekspertow analizowat przyczyny ewentualnego zawalenia si¢ dachu pawilonu handlo-
wego. W rezultacie tej analizy utworzony zostal model przyczyn w postaci drzewa niesprawnosci,
przedstawionego na rysunku 4.24. Ten sam zespot, stosujac metodg ekspercka i na podstawie in-
formacji statystycznych, oszacowal prawdopodobienstwa zdarzen podstawowych, wyrdznionych
w drzewie. Celem zadania jest oszacowanie prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia szczytowego
w ciagu 1 roku. Dane:

P{A,| A3} = q,5 = q" =0,20.

q,=8-107,
q, =2-107,+ wciagu 1 roku
qy=2-10"",

Zadanie 4.25

Opisane w tresci zadania 4.14 dziatania pilota szybowca w sytuacji po zablokowaniu w locie
steru wysokos$ci nalezy przedstawi¢ w formie drzewa scenariuszy przebiegu zdarzen i na podstawie
jego postaci wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty zycia przez pilota w tej sytuacji.

Zadanie 4.26

Przedstawione na rysunku 4.25 drzewo dotyczy fazy ladowania samolotu. Niepoprawne po-
dejscie do ladowania (zdarzenie C) moze by¢ spowodowane uszkodzeniem w uktadzie sterowania
(zdarzenie A,) albo niepoprawnym, tzn. niezgodnym z procedurami, dziataniem pilota podczas la-
dowania (zdarzenie A,). Prawdopodobienstwa zajscia tych zdarzen w jednym ladowaniu wynosza
odpowiednio ¢, 1 ¢,. Prawdopodobienstwo utraty zycia przez co najmniej jedng osobg (prawdopo-
dobienstwo zdarzenia B), spowodowanej niepoprawnym przyziemieniem (zdarzenie D) w tej sytu-
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acji, wynosi z. Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo utraty zycia przez co najmniej jedng osobe,
zwiazane z niepoprawnym podejsciem do ladowania. Dane:

q,=2-107, P{D} =0,50,z=0,20.

e 1 ladowaniu
g, =5-107%,

zawalenie si¢ dachu

pawilonu
C

! |
nadmierne
obcigzenie dachu

uszkodzenie
konstrukcji no$nej
podczas eksplo-
atacji pawilonu

przeciazenie
warstwa $niegu

przecigzenieNd
wskutek
ponadkrytycznej
predkosci
wiatru
A,

nieuprzatnigcie
Sniegu

nieprzewidzianie

duzy opad $niegu

A,

B|C

A
@) @)

Rys. 4.25. Drzewo przyczyn niepoprawnego podejscia do ladowania (zdarzenia C) oraz drzewo
scenariuszy przebiegu zdarzen po pojawieniu si¢ tego zdarzenia
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Rozdzial 5
ELEMENTY STATYSTYKI MATEMATYCZNEJ

5.1. PODSTAWOWE POJECIA T ROZKEADY
PRAWDOPODOBIENSTWA WYKORZYSTYWANE
W STATYSTYCE MATEMATYCZNEJ

Przyktady i zadania prezentowane w poprzednich rozdziatach dotycza jedne-
go z wielu obszaréw dziatalno$ci inzynierskiej, mianowicie — obliczen ulatwia-
jacych analizy prowadzone zwtaszcza w fazie projektowania obiektu, ale takze
jego wytwarzania i eksploatacji. Podstawa kazdych obliczen inzynierskich jest
przygotowany wczesniej model analizowanego zjawiska (np. zuzycia zmeczenio-
wego elementu), stanu (np. granicy wytrzymatosci R,, materiatu elementu), pro-
cesu (np. planowanej eksploatacji obiektu) itd. Stosowane w takich obliczeniach
modele maja posta¢ matematyczna, nierzadko — probabilistyczna, i sa tworzone
na podstawie zgromadzonej wiedzy o obiekcie analiz.

Innym bardzo waznym obszarem dziatalno$ci inzyniera jest prowadzenie ba-
dan eksperymentalnych oraz analizowanie i interpretowanie uzyskiwanych wyni-
kéw badan. Zasadnicze cele takich dziatan to:

— pozyskiwanie wiedzy i danych liczbowych potrzebnych do zbudowania wspo-
mnianych powyzej modeli obliczeniowych,

— weryfikacja wynikdéw teoretycznych, czyli uzyskanych poprzez analiz¢ modelu,

— sprawdzenie istotno$ci wptywu poczynionych uproszczen przy tworzeniu mo-
delu na wyniki itd.

Bywa i tak, ze brak jest wiedzy potrzebnej do zbudowania odpowiedniego
modelu obliczeniowego. Wtedy tylko wyniki badan eksperymentalnych moga do-
starczy¢ informacji potrzebnych inzynierowi.

Wiedzy potrzebnej do zaplanowania badan eksperymentalnych oraz analizowa-
nia i interpretowania ich wynikow dostarcza statystyka matematyczna. Wydaje sig,
ze najwazniejszymi dla inzyniera zagadnieniami z tej dziedziny matematyki sa:
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— estymacja poszukiwanych wielkosci (np. granicy wytrzymalos$ci R,, materialu
konstrukcyjnego), czyli wyznaczanie ich warto$ci na podstawie uzyskanych
wynikow badan do§wiadczalnych,

— testy zgodnosci, stuzace na przyktad do okreslania matematycznej postaci roz-
ktadu prawdopodobienstwa wielkosci opisujacej cechg obiektu (np. rozktadu
granicy R,,),

— regresja, czyli poszukiwanie zalezno$ci zmiennej losowej od innej zmienne;j
(np. zalezno$ci granicy wytrzymatosci R,, okreslonej stali od zawartosci sktad-
nika stopowego).

W niniejszym rozdziale ograniczymy si¢ do przedstawienia przykladéw i zadan
dotyczacych pierwszego z tych zagadnien statystyki matematycznej, tzn. estymacji.

Zacznijmy od przypomnienia podstawowych poje¢ z zakresu statystyki mate-
matycznej.

Cata rozwazana zbiorowos¢ obiektow, z zalozenia jednakowych ze wzgledu
na badang ceche, mogacych si¢ jednak rézni¢ w sposéb losowy, nazywana jest
populacja generalna. Badania eksperymentalne prowadzone w celu okreslenia
interesujacej badacza cechy elementdéw tej zbiorowosci nie sa dokonywane zwy-
kle na calej populacji, lecz na statystycznej probce obiektow o odpowiednio do-
branej liczebnos$ci. Tak okreslony podzbidr obiektéw przeznaczony do badan jest
nazywany probka losows.

Czynno$ci zwigzane z szacowaniem wartosci X nieznanej warto$ci wielko-
$ci x, charakteryzujacej badana ceche zbiorowosci obiektow w ich populacji ge-
neralnej, nazywa si¢ estymacja tej wielkosci. Wielko$ciami x, ktore moga by¢
szacowane na podstawie wynikow badan eksperymentalnych, sa na przyktad
parametry rozkladu prawdopodobienstwa (np. warto$¢ oczekiwana i odchylenie
standardowe), wartosci prawdopodobienstw traktowanych jako dane w analizach
probabilistycznych (np. w analizach ryzyka i w analizach niezawodnosci), wiel-
kosci cechujace rozwazany obiekt potrzebne w deterministycznych analizach in-
zynierskich itd. Wielko$¢ x nosi nazwe estymatora wielkosSci x.

Przyjmijmy, ze badaniom eksperymentalnym poddano probke losowa o li-
czebnosci N obiektéw z populacji i ze celem badan jest doswiadczalne wyzna-
czenie wielkos$ci x bedacej pewna wlasciwoscia obiektow w populacji (np. grani-
cy wytrzymatosci R,, materiatu, z ktorego wykonywane sa watki maszyny, albo
srednicy d tego watka). Kazda wielkos$¢ x okreslana w wyniku eksperymentu jest
dla cztowieka (istoty niedoskonatej) zawsze zmienna losowa o mniejszym lub
wigkszym rozrzucie. Z tego powodu w rezultacie badan prébki losowej obiektow

otrzymuje sig ciag rézniacych si¢ wartosci x,, x,, ..., Xy wielkosci x. Jest on pod-
stawa do obliczenia na przyktad warto$ci sredniej

1 N

NZ ; (5.1)

166



oraz empirycznego odchylenia standardowego

5= Li(x. -3y (5.2)
N-1 : ' '

i=1

W praktyce inzynierskiej warto$¢ srednia X traktuje si¢ zazwyczaj jako osza-
cowanie nieznanej wielkosci x, a odchylenie s uzyskane z probki — jako przybli-
zona miarg rozrzutu losowego rzeczywistych realizacji x.

Wyniki uzyskane na podstawie badan jednej probki losowej nalezy trakto-
wac jako oszacowania przyblizone. Powtarzajac bowiem badania na takiej samej
probee losowej (identycznie wylosowanej probee z populacji generalnej), tych
samych obiektow, uzyskuje si¢ inne wartosci x,, X,, ..., x,. W rezultacie wyzna-
czany estymator X, np. $rednia (5.1), moze przybiera¢ rozne wartosci od probki
do probki. W zwiazku z tym kazda z wielkosci x; oraz wynikajacy z nich esty-
mator X mozna traktowac jako zmienne losowe. Rozktad prawdopodobienistwa
zmiennej losowej x zalezy przede wszystkim od liczebnosci N probki i od posta-
ci funkcji ¥ =¢@(x, x,,...). Estymatoréw poszukiwanej wielkosci, czyli postaci
funkcji ¢, moze by¢ teoretycznie wiele. Jedne z nich daja lepsze, a inne gorsze
oszacowania tej samej poszukiwanej wielkos$ci x. Dazy sig do tego, by estymator
mial wlasciwos$ci: nieobciazonosci, zgodnosci i duzej efektywnosci. Wiasciwosc¢
nieobciazonos$ci oznacza, ze

Ex =x. (5.3)

Duza efektywno$¢ estymatora oznacza, ze odchylenie standardowe zmiennej x
jest mate (czyli male sa rozrzuty losowe wartosci x uzyskiwanych w kolejnych
probkach). Wiasciwos$¢ zgodnosci ma estymator wtedy, gdy jest stochastycznie
zbiezny do wartosci x, tzn. gdy dla kazdego £ >0

lim P{|x—-x|>¢&}=0.
N—ow

Oznacza to, ze ze wzrostem liczebno$ci N probki rosnie doktadnos$¢ oszacowania
wielkosci x.

Sposoby poszukiwania postaci matematycznych funkcji ¢, czyli estymatorow,
sa przedstawiane obszernie w podrecznikach z zakresu statystyki matematyczne;.

Estymatorem nieobcigzonym, zgodnym i najefektywniejszym wielkosci x,
charakteryzujacej okreslong ceche populacji obiektoéw i wyznaczanej na pod-
stawie wynikow badan probki z tej populacji, jest srednia opisana przez funk-
cje (5.1). Podobnie dobrym estymatorem prawdopodobienstwa p = P{A4} zajScia
okreslonego zdarzenia A4 jest czgstos¢ w okreslana przez funkcje

b
=—, 5.4
w N 54
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gdzie: N — liczba jednakowo mozliwych zdarzen (wynikéw pomiardéw, doswiad-
czen, obserwacji, ...), czyli liczebno$¢ probki losowej, b — liczba zaj$¢ zdarzen
sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A4.
W praktyce inzynierskiej wspomniane dwa estymatory sa wykorzystywane
najczesciej, tzn.:
— $rednia, okre$lona przez wzor (5.1), stosowana zwtaszcza do opracowywania
wynikow eksperymentalnych badan nieznanych cech obiektow,
— czesto$eé, okreslona przez wzor (5.4), stosowana przy szacowaniu prawdopo-
dobienstw.

Oszacowanie nieznanej warto$ci wielkosci x za pomoca jednej liczby X, uzyskane;j
za pomoca na przyktad takich wyrazen, jak (5.1) lub (5.4), jest przyktadem estymacji
punktowej. W tym przypadku nie jest okreslona doktadnos¢ takiego oszacowania.
Dlatego w badaniach eksperymentalnych, zwlaszcza gdy ich celem jest wyznaczenie
wielkosci x okreslajacej nieznana ceche obiektow w populacji, czesciej stosuje sig tak
zwang estymacje przedzialowa. Oparta jest ona na wspomnianym powyzej spostrze-
zeniu, ze wyniki badan probki obiektow sa losowe. Do tej bogatszej w informacje
metody estymacji potrzebna jest wiedza o mozliwym rodzaju rozktadu prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej x. Jesli taka wiedza jest dostepna, to na tej podstawie
moga by¢ okreslone dwie granice przedziatu X, i X, takie, ze prawdopodobienstwo
pokrycia nieznanej warto$ci x przez przedziat [x,, X, ] wynosi S, czyli

P{x,<x<%,)=p. (5.5)

Przedziat ten nazywa si¢ przedzialem ufnosci, a liczb¢ f — poziomem ufnoSci.
Zwykle przyjmuje si¢ £ =0,90 lub 0,95. Nalezy podkresli¢, ze w sytuacji, gdy
badana jest tylko jedna probka losowa (np. dysponujemy tylko jednym zbiorem
wynikoéw badan), otrzymuje sig tylko jedna realizacj¢ granic przedziatu ufnosci,
a przedzial ten ma wowczas posta¢ X, <x<Xx,. W dalszym tekscie zakladamy,
ze analizy statystyczne sa dokonywane na podstawie jednego zbioru wynikow
badan, co w praktyce ma zwykle miejsce.

Do wyznaczania granic przedzialu ufnosci wykorzystuje sig kilka rozktadow
prawdopodobienstwa estymatora x, typowych dla statystyki matematyczne;j. Ta-
kimi rozkladami sa gtownie: chi-kwadrat, ¢ Studenta, F Snedecora i normalny.
W niniejszym opracowaniu sa stosowane trzy z nich, mianowicie: rozktad nor-
malny, oméwiony w podrozdziale 2.2, oraz rozktady ¢ Studenta i F Snedecora.

Rozklad ¢ Studenta zmiennej losowej ¢ jest okreslany przez dystrybuantg lub
przez gestos¢ prawdopodobienstwa takiej zmiennej. Wyrazajace je wzory sa dos¢
ztozone 1 wiedza o nich inzynierowi nie jest niezbg¢dna. Dlatego ograniczymy si¢
tylko do podania kilku ogélnych informacji o rozktadzie. Zmienna losowa ¢ moze
przybiera¢ warto$ci z przedzialu (—oo < ¢ < o0). Wykres jej gestosci prawdopodo-
biefistwa ¢, () jest symetryczny wzgledem prostej = 0 i podobny do wykresu gg-
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sto$ci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego (rys. 5.1). Wartosci funkcji ¢, (¢)
zaleza od parametru k, nazywanego liczba stopni swobody. Wielko$cia zwigzang
zrozktadem ¢ Studenta, stosowana przy wyznaczaniu granic przedzialu ufnosci, jest
kwantyl 7, , zmiennej losowe;j £ zilustrowany na rysunku 5.1. Liczba stopni swobo-
dy k=N -1, zalezy wigc od liczebnosci probki statystyczne;j.

9.0 k=10
rozktad normalny N k=5

Rys. 5.1. Ggstos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej o rozktadzie ¢ Studenta

Przy rosnacym k rozktad ¢ Studenta jest szybko zbiezny do standaryzowanego
rozktadu normalnego.

Rozklad F Snedecora zmiennej losowej fznacznie r6zni si¢ od rozktadu ¢ Stu-
denta. Zmienna ta moze przybiera¢ wartosci z przedzialu (0 < f < o0). Warto$ci
gestosci prawdopodobienstwa ¢( f) zaleza od dwoch parametrow, mianowicie £,
1 k,, nazywanych stopniami swobody. Przy wyznaczaniu granic przedziatu ufnosci
parametry te zaleza od liczebnosci probki statystycznej i od uzyskanego wyniku
badan statystycznych (podrozdz. 5.3). Przyktady rozktadu F Snedecora sa podane
na rysunku 5.2.

o(f)
k, =10, k,= 50
[~ k =10,k =10
A4 N\ k=10,k=5
i SR
__-'I
it
oo R
a e
i S
K/ S,

0 05 10 L5 20 25 30 35 S

Rys. 5.2. Ggstos$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej o rozktadzie F Snedecora o wybranych
parach stopni swobody £, 1 k,
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5.2. ESTYMACJA CECHY

Do obszaru dziatan inzyniera naleza mig¢dzy innymi badania doswiadczalne,
ktorych celem jest oszacowanie warto$ci nieznanej wielkos$ci, bedacej miara jego
okreslonej cechy. Takimi cechami sa na przyktad: wymiary i cechy fizyczne (wy-
trzymatos¢, ciepto wilasciwe, chropowato$¢ powierzchni, trwatos¢ i in.). Wow-
czas dobrym, jak wspomniano powyzej, estymatorem x takiej wielkosci x jest
srednia z wartos$ci x,, X,, ..., Xy, wyznaczana za pomoca estymatora (5.1).

Do estymacji punktowej wystarczajacy jest wzor (5.1). Przyjmuje sig, ze

X=X=X. (5.6)

Do estymacji przedzialowej potrzebne jest wyznaczenie granic przedziatu
ufnoscei, czyli wielkoscei X, i X, (patrz wyrazenie (5.5)). Posta¢ wyrazen okre-
$lajacych te granice zalezy od postaci rozktadu prawdopodobienstwa wielkosci
opisujacych wspomniane cechy. Zaktada sig, ze sa one normalne, co na ogot nie
przeczy obserwacjom. Granice przedziatu ufnosci wynosza wtedy

X, =X—t >
d = Cka >
“JN-1
5.7
X, =X+t al 7
¢ eIN-T

gdzie ¢, , jest kwantylem rozktadu 7 Studenta 0 k = N — 1 stopniach swobody
zmiennej losowej ¢, okreslone dla dwustronnego przedziatu ufnosci, a s jest em-
pirycznym odchyleniem standardowym, okreslonym przez wzoér (5.2). Wartosci
kwantyli ¢, ,, gdzie a =(1+ §)/2, sa podawane w formie tablic w podrgeznikach
z zakresu probabilistyki i statystyki matematycznej, np. w pracy [2]. Mozna je
znalez¢ takze w internecie oraz w Zalaczniku 2. Warto doda¢, ze czgsto we wspo-
mnianych tablicach podawane sa wartosci ¢, , takie, ze P{|t[>¢, ,}=a. W takim
przypadku a =1- 8 iw tablicach tych nalezy wowczas szuka¢ wartosci #, ,_5, cha-
rakterystycznej dla zmiennej losowej |#|. S one rowne kwantylom #, . 5, rozkla-
du zmiennej losowe;j ¢.
Wyrazenie (5.5) mozna wigc przedstawi¢ w postaci

s N
Pix—t,_ ——F=<x +1y_ —— = L. 5.8
{ N-1,0+8)/2 \/ﬂ N-1,(0+8)/2 m} it (5-8)

Jak wspomniano juz w podrozdziale 5.1, jesli N jest dostatecznie duze, to rozktad
¢ Studenta takiego estymatora, jak $rednia X, jest w przyblizeniu normalny. Wyni-
ka to rowniez z centralnego twierdzenia granicznego. Wowczas granice przedzia-
hu ufno$ci mozna okresla¢ przy uzyciu przyblizonych wyrazen

IA
=

Xg =X =)

(5.9)



a prawdopodobienstwo, ze poszukiwana wielkos$¢ jest zawarta w przedziale ufno-
$ci, wyraza si¢ wzorem

P{f—ya%£x£f+ya%}=ﬂ, (5.10)

gdzie y, jest kwantylem rzedu o =(1+ f)/2 standaryzowanego rozktadu nor-
malnego.

PRZYKLADY

PrzykraD 5.1

Pewien wysokosciomierz poddany zostat badaniom doktadnosci jego wska-
zan. Bledy 4; [m] wskazan w kolejnych 36 pomiarach zanotowano w tabeli 5.1.
Stosujac estymacj¢ punktowa i estymacje¢ przedziatlowa, nalezy okresli¢ niedo-
ktadno$¢ wskazan wysoko$ciomierza cechujaca badany przyrzad.

Tabela 5.1. Wyniki pomiaréw bledu /; [m] wskazan wysoko$ciomierza

+2|-3|-11|+4| 6| +1| +7| 8| +2| O +3| -1| 4| +3| 5| ¥9| 3| -6

1|+l +1| 2] 42| 1| +3| 10| +5| +5| -1 | +12 o -1} =2 =2, 0] 3

Rozwiqzanie

Przyjmijmy, ze miarg niedokfadnosci wskazan wysokosciomierza jest btad / [m]
jego wskazan 1 ze estymatorem tej nieznanej wielkosci jest srednia 2 wynikéw po-
miar6w zamieszczonych w tabeli 5.1. Zgodnie ze wzorem (5.1)

R 1 &
h = ﬁg =—6Z =-0,28m.

W celu okreslenia przedzialu ufnosci, w ktérym moze si¢ miesci¢ btad #, wy-
znaczmy teraz granice tego przedziatu. Zastosujemy do tego wzory (5.7), ktore
w analizowanym przypadku przybieraja postac

W Tt _5
y NP2 a7 (5.11)
_ s
hg =h+ tN_l,(1+ﬁ)/2 ﬁ
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Wystepujace w tych wzorach empiryczne odchylenie standardowe s zmiennej lo-
sowej h obliczamy, korzystajac ze wzoru (5.2). W rezultacie otrzymujemy

1 N — 136 )
s= [——> > —-h)" = |—> (h+0,28)" =4,84 m.
JN_%(, ) Jssgu :

Przyjmijmy poziom ufnosci £=0,95. Odpowiadajacy mu oraz licz-
bie pomiarow N kwantyl rozktadu ¢ Studenta o k = N — 1 stopniach swobody
oo =Inoiaspy2 =ls.097s Znajdujemy w tabeli umieszezonej w pracy [2] lub
w Zataczniku 2. Wynosi on #5975 = 2,03. _

Po podstawieniu danych liczbowych, w tym —wartosci £ =—0,28 m is=4,84 m,
do wzorow (5.11) otrzymujemy:

4,84

h, =—0,28—2,03- ~-1,9m,
¢ J36-1
h, =—0,3+2,03- >4 am.

V361

Zatem okreslany poprzez pomiary btad wskazan wysoko$ciomierza jest zawarty
w przedziale —1,9 m<h<+1,4m, z prawdopodobienstwem g =0,95.

Sprawdzmy jeszcze, na ile rozne uzyskalibysmy oszacowania granic przedzia-
hu ufnosci przy uzyciu wzordéw (5.9). Maja one postac:

— S
hy =T - 3 ——,
' N (5.12)
— s
hg =h+y,

W odpowiednich tabelach znajdujemy kwantyl y, rzedu o =(1+ B)/2 stan-
daryzowanego rozktadu normalnego. Wynosi on y, 5,/ = Y975 =1,96. Po pod-
stawieniu danych do wzorow (5.12) otrzymujemy

h, =-0,28-1,96- 484 lom,
J36
h, =—0,28+1,96- 484 13m.

36

Wyniki uzyskane dwoma sposobami praktycznie nie r6znig sig. Nie dziwi to, gdyz
duza jest liczba stopni swobody (k = 35) i rozktad ¢ Studenta jest bliski standary-
zowanemu rozktadowi normalnemu.

Uwaga: Wszystkie nieznane wielkosci wystgpujace w formutach (5.11) mozemy takze obliczy¢
przy uzyciu programu MS Excel, korzystajac z komend: SREDNIA, ODCHYLENIE.STANDARD.
POPUL, a w przypadku kwantyla ¢, , — ROZKLAD.T.OWD. W przypadku ostatniej komendy
nalezy podac:
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e wartos¢ prawdopodobiefistwa P{|Z[>¢, ,} =a, gdzie a=(1+f)/2 (w naszym przykladzie
zostal przyjety poziom ufnosci f =0,95),
e liczbg stopni swobody k zmiennej # (w analizowanym przyktadzie k = N— 1 = 35).

Wielkosci 4, si t, , wystepujace we wzorach (5.11) mozna réwniez wyznaczy¢ w inny sposob.
Warto bowiem doda¢, ze w programie MS Excel, po uprzednim dograniu dodatku Analytics ToolPak,
dostgpne sa komendy przeznaczone do wykonywania podstawowych analiz statystycznych, w tym
wyznaczania réznych charakterystyk zmiennej losowej. W naszym przyktadzie pomocna jest komen-
da Statystyka Opisowa, dostgpna w zaktadce Dane = Analiza Danych. Wynikiem dziatania komendy
sa wielkos$ci charakteryzujace analizowana probke (a posrednio — zmienna losowa #), wsrdd ktorych
sq obliczane w przyktadzie: warto$¢ srednia, odchylenie standardowe oraz potowa dtugosci przedziatu
ufnosci na okreslonym poziomie.

PrzykrAD 5.2

W celu okres$lenia granicy wytrzymato$ci doraznej R,, stali, z ktorej wykony-
wane sa $ruby, przeprowadzono na maszynie wytrzymalosciowej badania N = 10
probek o okreslonych przez norm¢ wymiarach. W rezultacie uzyskano 10 wartosci
naprezen o =R, , przy ktorych probki pgkaly. Sa one zamieszczone w tabeli 5.2.

Tabela 5.2. Wyniki badan granicy wytrzymatosci doraznej R,

R, [MPa] | 710 | 682 | 760 | 735 | 755 | 810 | 768 | 747 | 745 | 760 |

Na podstawie tych wynikow badan nalezy okresli¢ warto$¢ oczekiwang ER,,
granicy wytrzymato$ci doraznej badanej stali.

Rozwiqzanie

Na podstawie uzyskanych rezultatow badan nalezy okresli¢ warto§¢ oczekiwa-
na ER,, granicy wytrzymalo$ci materiatu, z ktorego beda wykonywane $ruby. Jej
estymatorem punktowym jest $rednia z wynikéw badan. Zgodnie ze wzorem (5.1)
wynosi ona

_ 1 N 1 10
R =—>»R .=—>»R _.=747 MPa.
m N ; m,i 10 ; m,i

W celu okreslenia przedziatu warto$ci, w ktorym moze si¢ znajdowac niezna-
na warto$¢ ER,,, dokonajmy jeszcze estymacji przedzialowej. Poniewaz liczeb-
no$¢ probki losowej jest niewielka, to do wyznaczenia granic przedziatu ufnosci
zastosujemy wzory (5.7). W analizowanym przyktadzie przybieraja one postac:

= s

Rm,d =R, - tN—l,(1+ﬂ)/2 —N ~1 >

(5.13)
S

R, ,= R, + Inoiaep)2 ﬁ’
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gdzie: ty_y , 5/, —kwantylrozkladu 7 Studenta o (N — 1) stopniach swobody zmiennej
losowe;j ¢, s — empiryczne odchylenie standardowe zmiennej losowej R,,. Przyjmijmy
za poziom ufnosci warto$¢ S =0,99. Wartosci kwantyla ; , =ty 1,52 =1o. 0,905
znajdujemy w tabeli umieszczonej w Zataczniku 2. Wynosi on ., 995 = 3,25.

Empiryczne odchylenie standardowe s obliczamy przy uzyciu wzoru (5.2).
W rezultacie otrzymujemy

5= Li(ze —R,) = li(R —747)2 =34,2 MPa.
N-1 m,i m 91-:1 m,i ”

i=1

Po podstawieniu tego wyniku i pozostatych danych do wzorow (5.13) otrzymu-
jemy

34.2
R, =747-3,25.-—222_ —710 MPa,
md J10-1
R,,=747+3,25. 342 _ 784 MPa.

—

(=)
|

—_

Zatem
P{710 MPa <ER,, <784 MPa}=0,99,

czyli poszukiwana warto$¢ oczekiwana ER,, granicy wytrzymaloéci doraznej ba-
danej stali jest zawarta w przedziale 710 MPa <ER,, <784 MPa z prawdopodo-
bienstwem réwnym 0,99.

Przykeap 5.3

Jedna z podtuznic konstrukcji nosnej ptatowca ma by¢ katownikiem 20x20x2
wykonanym z duralu 2024 (PA 7). W celu okreslenia trwalosci zmeczeniowej
przeprowadzono na maszynie wytrzymatosciowej badania N = 10 losowo wy-
branych egzemplarzy tych podluznic. Badania polegaty na poddaniu podtuznicy
zmiennym naprezeniom o pewnym odpowiednio ustalonym widmie. W rezultacie
uzyskano 10 wartosci liczby n zmian naprezen, przy ktorych podtuznice pekaty.
Sa one zamieszczone w tabeli 5.3. Taka liczba # jest uznawana za trwato$¢ zme-
czeniowa elementu.

Tabela 5.3. Wyniki badan trwalosci zmgczeniowej podtuznic duralowych

n[minzmian] | 37 | 23 | 76 | 45 | 42 [ 51 | 20 | 18 | 64 | 56 |

Stosujac estymacj¢ punktowa i estymacje¢ przedziatlowa, nalezy oszacowac
warto$¢ oczekiwang En trwatoéci zmeczeniowej projektowanych podtuznic.
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Rozwiqzanie

Estymatorem punktowym wartosci oczekiwanej En trwalosci zmeczeniowej
projektowanych podtuznic jest srednia z wynikéw badan. Zgodnie ze wzorem
(5.1) wynosi ona

1 N 1 10
n=—>Yn=—>n =441 min.
N ; ' 10; '

Poniewaz liczebno$¢ probki losowej jest niewielka, to do wyznaczenia gra-
nic przedziatu ufno$ci zastosujemy, podobnie jak w przyktadzie 5.2, wzory (5.7).
W rozwazanym przypadku przybieraja one postac:

S

ng=n-—ty, 2T
N ,(l+ﬂ) m

N

ng =n +tN—l,(1+ﬂ)/2 ma

gdzie: ty_ 4.5, — kwantyl rozktadu ¢ Studenta o (N — 1) stopniach swobody
zmiennej losowej ¢, s — empiryczne odchylenie standardowe zmiennej loso-
wej n. Przyjmijmy za poziom ufnosci warto$¢ £ =0,95. Wartosci kwantyla
ea =tn-1aspy2 = 19,0975 ZNajdujemy w tabeli umieszczonej w Zataczniku 2. Wy-
nosi on 4y 975 = 2,26.

Zgodnie ze wzorem (5.2) empiryczne odchylenie standardowe s wynosi

. ;i(n_ﬁ)z _ li(n_44,1)2 =18,3 mn.
N-1 : 9 ’

i=1 i=1

(5.14)

Granice przedzialu ufnosci, okreslone przez wzory (5.14), wynosza wigc

18,3
n, =44,1-2,26-—=>_ ~ 31 min,
¢ J10-1
n, =44,1+2,26- 183 58 mn.

V10-1

Wartos$¢ oczekiwana En trwalos$ci zmeczeniowej projektowanych podhuznic jest
zatem zawarta w przedziale (3,1+5,8)+ 107 zmian naprezen z prawdopodobien-
stwem £ =0,95.

Przykrap 5.4
W celu doswiadczalnego okreslenia wspotczynnika sztywnos$ci pewnej spre-

zyny (rys. 5.3), produkowanej w duzych seriach, pobrano losowo 6 sprezyn i pod-
dano badaniom ich odksztatcenia pod wplywem sity /=200 N, jednakowej dla
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wszystkich sztuk. Wyniki pomiaréw odksztalcenia kazdej z tych sprezyn sa za-
mieszczone w tabeli 5.4. Nalezy wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang E/ odksztatcenia
sprezyny oraz przedziat, w ktorym ona si¢ znajduje w populacji generalnej produ-
kowanych sprezyn. Przyja¢ poziom ufnosci £ =0,90.

Rys. 5.3. Odksztalcenie sprezyny esowej pod wptywem sity F'

Tabela 5.4. Wyniki pomiarow odksztatcen spr¢zyn esowych

I, [mm] 5,7 5,9 5,5 5.6 5.8 5,7

Rozwiqzanie

Estymatorem punktowym warto$ci oczekiwanej El odksztalcenia sprezyny
jest srednia z wynikéw pomiarow. Zgodnie ze wzorem (5.1) wynosi ona

_ 1N 6
lzﬁg =— Z:Z =5,7 mm.

Przyjmujemy, ze przedziat, w ktérym znajduje si¢ wartos¢ E/ w populacji ge-
neralnej produkowanych sprezyn, pokrywa si¢ z przedzialem ufno$ci. Poniewaz
liczebno$¢ probki losowej jest niewielka (N = 6), to do wyznaczenia granic prze-
dziatu ufnos$ci zastosujemy wzory (5.7) wynikajace z rozktadu ¢ Studenta. W roz-
wazanym przypadku przybieraja one postaé:

— S
ld =1 - [N—l,(l+ﬂ)/2 T
N-l (5.15)
- K
Iy =1+t 1 qip)n ﬁ’

gdzie: fy_; 4,4, — kwantyl rozktadu ¢ Studenta o (N — 1) stopniach swobody
zmiennej losowej ¢, s — empiryczne odchylenie standardowe zmiennej losowej 7 .
Zalecony poziom ufnosci wynosi £ =0,90. Podobnie, jak w poprzednich przykta-
dach, wartosci kwantyla ¢, , =1y_; 1,52 =15, 005 Znajdujemy w tabeli umieszczo-
nej w Zalaczniku 2. Wynosi on Z5. 95 = 2,02.
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Wystepujace we wzorach (5.15) empiryczne odchylenie standardowe s wynosi

- 2 e 2 mm
o 2T = 13- -

i=1

Po podstawieniu tej i pozostatych wartosci do wzorow (5.15) otrzymujemy

0.14
[, =57-2,02 —22 =57-0,126 ~5,57 mm,
¢ J6-1

]
l,=5,7+2,02- 014 5 740,126 ~5.83 mm.

V6-1

Sprawdzmy dodatkowo, ile wynosza te granice przy zastosowaniu do ich wy-
znaczenia wzorow (5.9), pozwalajacych na dobre oszacowania w przypadku, gdy
N jest duze, czyli raczej nie w przypadku rozwazanym. W odniesieniu do badane-
go odksztalcenia sprezyny maja one postac:

ly=1-y 2
d +p)2
N (5.16)

- S
I, =1 +Yaipyn ﬁ

W odpowiednich tabelach znajdujemy kwantyl rzedu o =(1+ £)/2 standary-
zowanego rozktadu normalnego. Wynosi on y, 5, =5 =1,645. Po podsta-
wieniu danych do wzoréw (5.16) otrzymujemy

0,13

J6
0,13

I, =5,7+1,645-===57+0,087 ~5,79 mm.
J6

Przedziat ufnosci wyznaczony przy uzyciu doktadniejszych wzordéw, czyli wzo-
row (5.15), jest wiec nieco szerszy od wyznaczonego za pomoca wzoréw (5.16).

[, =57-1,645- =5,7-0,087=5,61 mm,

PrzykraDp 5.5

W pewnej firmie byta przeprowadzana kontrola wyrywkowa wymiarow watka
przektadni, waznych ze wzgledu na montaz i wspdtpracg z innymi elementami
przektadni. Kontrola polegala na pobieraniu co okreslony czas partii watkow o jed-
nakowej liczebnos$ci wynoszacej 10 sztuk, dokonywaniu pomiaru waznych wy-
miar6w i wyznaczaniu $redniej wadliwo$ci w watkow w kazdej z partii (tab. 5.5).
Liczba takich partii skontrolowanych w ciagu miesiaca wyniosta N = 20. Zakta-
dajac, ze proces produkcji watkoéw jest stabilny, nalezy oszacowaé warto$¢ ocze-
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kiwana Ew wadliwosci w produkowanych przez firme¢ watkow, w tym — granice
przedziatu ufnosci tej wielkosci przy zatozeniu poziomu ufnosci S =0,90.

Tabela 5.5. Srednie wadliwosci 20 skontrolowanych partii watkow

L w Joi]ololofofoloi[o]oojo/ofo]o]oloforofo0]0]

Rozwiqzanie

Estymatorem punktowym wartos$ci oczekiwanej Ew wadliwos$ci jest $rednia
z wynikow pomiarow. Zgodnie ze wzorem (5.1) wynosi ona

vT)z— w, =0,015, czyli 1,5%
R e

Przyjmijmy, ze liczebno$¢ dokonanych kontroli wadliwosci NV = 20 jest dosta-
tecznie duza do tego, by to na mocy centralnego twierdzenia granicznego trak-
towac rozktad takiego estymatora, jak §rednia w, jako w przyblizeniu normalny
1 wowczas (zgodnie ze wzorami (5.9))

_ s
W, =W—Yy, ——,
N (5.17)
W, =W+, al

Kwantyl y, rzedu a =(1+ £)/2 standaryzowanego rozktadu normalnego wy-
nosi w tym przypadku y, 4/, = Y95 =1,645 (Zatacznik 1), a empiryczne odchy-
lenie standardowe zmiennej losowej w, wyznaczone przy uzyciu wzoru (5.2),

= ;i(w —w) = ii(w — )’ =0,0366
A\N-15 N19s o

i=1

Po podstawieniu danych do wzorow (5.17) otrzymujemy

wy, =0,015—1,645-0’O366=0,015—0,013z0,002,
V20
w, =0,015+1,645- 0 0366—0,015+0,013z0,028.

V20

Zatem warto$¢ oczekiwana Ew wadliwos$ci jest zawarta w przedziale (0,2—-2,8)%
z prawdopodobienstwem £ =0,90. Przedziat ten jest dos¢ szeroki.

Uwaga: Wielkos$ci y, is potrzebne do wyznaczenia granic przedziatu ufnosci w, i w, (patrz wzory
(5.17)) mozemy obliczy¢, wykorzystujac komendy programu MS Excel, podobnie jak w rozwigza-
niu przykladu 5.1, z ta r6znica, ze warto$¢ kwantyla y, wyznaczamy z rozktadu normalnego przy
uzyciu komendy ROZKEAD.NORMALNY.S.ODW dla prawdopodobienstwa a = (1+ £)/2.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 5.1

W wyniku doswiadczalnych badan trwatosci poktadowego uktadu sterowania samolotu bezza-
togowego, przeprowadzanych na probce losowej o liczebnosci N = 12 egzemplarzy tego ukladu,
uzyskano realizacje tej zmiennej losowej podane w tabeli 5.6. Stosujac estymacj¢ punktowa i esty-
macj¢ przedziatowa, nalezy oszacowac warto$¢ oczekiwang ET trwatos$ci uktadu sterowania.

Tabela 5.6. Wyniki badan trwatosci poktadowego uktadu sterowania samolotu bezzalogowego

| T[h] | 750 | 3820 | 260 | 1890 | 2055 | 1210 | 2768 | 2747 | 1745 | 3760 | 920 | 1545 |

Zadanie 5.2

W pewnej firmie byta przeprowadzana kontrola wyrywkowa wymiaru $rednicy wewngtrznej
produkowanych pierscieni. Kontrola polegata na pobieraniu co okreslony czas probek pierscieni
o jednakowej liczebnosci wynoszacej 50 sztuk i dokonywaniu pomiaru $rednicy. Liczba takich
probek skontrolowanych w ciagu tygodnia wyniosta N = 15. W kazdej ze sprawdzanych probek
notowano liczbg n; pier§cieni o wymiarze $rednicy wewngtrznej niemieszczacej si¢ w polu toleran-
cji (tab. 5.7). Nalezy oszacowaé warto$¢ oczekiwana En liczby wadliwie wykonanych pierscieni
w kazdej partii liczacej 50 sztuk, w tym — granice przedziatu ufnosci tej wielkosci przy zatozeniu
poziomu ufnosci S = 0,90.

Tabela 5.7. Liczba pier§cieni o wymiarze $rednicy wewngtrznej niemieszczacej si¢ w polu tolerancji

n v fofofs o frfafafsfofrfoflr]o]

Zadanie 5.3

W celu okreslenia granicy plastycznosci R, pewnej stali konstrukcyjnej przeprowadzono na ma-
szynie wytrzymato$ciowej badania N = 14 probek o okreslonych przez norm¢ wymiarach. W rezul-
tacie uzyskano 14 warto$ci naprezen o = R,, przy ktorych zauwazano plynigcie materiatu probki.
Wartosci te sa zamieszczone w tabeli 5.8.

Tabela 5.8. Wyniki badan granicy plastycznosci R,

| R.,[MPa] | 460 | 522 | 610 | 535|595 | 510 | 550 | 547 | 592 | 490 | 518 | 502 | 605 | 568 |

Na podstawie tych wynikow badan nalezy okresli¢ granice przedziatu ufno$ci warto$ci ocze-
kiwanej ER, granicy plastycznosci badanej stali przy zatozeniu poziomu ufnosci: 1) £=0,90,
2) f=0,95.

Zadanie 5.4

W przewodzie rurowym za pompa jest umieszczony cisnieniomierz. Zadaniem tego przyrzadu
pomiarowego jest mierzenie ci$nienia czynnika tloczonego przez pompg i sygnalizowanie sytuacji
nadmiernego spadku ci$nienia. W losowo wybranych chwilach ci$nienie jest rejestrowane. W tabe-
1i 5.9 sa przytoczone wyniki 18 zarejestrowanych pomiaréw. Opierajac si¢ na tych wynikach 1 stosujac
estymacjg punktowa nalezy oszacowac¢ warto$¢ oczekiwang Ep i odchylenie standardowe o, zareje-
strowanego cisnienia.
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Tabela 5.9. Zarejestrowane wyniki pomiaru ci$nienia czynnika ttoczonego przez pompg

062 | 068 | 063 | 060 | 067 | 0,69 | 0,64 | 0,63 | 0,66
065 | 064 | 062 | 066 | 061 | 0,63 | 0,65 | 0,62 | 0,67

p: [MPa]

Zadanie 5.5

Na $rednicg wewngtrzna d = 50 mm pierscienia wewngtrznego tozyska tocznego narzucone sa
odchyltki wymiarowe: dolna E/ =—15 um i gérna ES = 0. Zapewnienie wymiaru o takich cechach
odbywa si¢ na obrabiarce sterowanej numerycznie poprzez odpowiednie ustawienie parametrow jej
pracy. W rezultacie pomiaru wspomnianej $rednicy, dokonanej na probce statystycznej pierscieni
o niewielkiej liczebnos$ci N = 12, zostaly zarejestrowane odchyiki e; $rednicy od jej warto$ci nomi-
nalnej d = 50 mm. Odchylki te sa zamieszczone w tabeli 5.10.

Tabela 5.10. Odchylki $rednicy wewngtrznej pierscienia tozyska od wymiaru nominalnego d = 50 mm

lefum]| 5 | 41 | 7| 9|11 o | 6] 8][-10] 7[-13] 9|

Na podstawie tych wynikow badan nalezy okresli¢ granice przedziatu ufnosci wartosci oczeki-
wanej Ee odchytki mierzonej $rednicy przy zatozeniu poziomu ufnosci: 1) £ =0,90, 2) f=0,95.

Zadanie 5.6

05 kota podwozia samolotu (rys. 5.4) poddana zostata programowanym badaniom zmeczenio-
wym, trwajacym az do jej pegknigeia zmeczeniowego. Trwalo§¢é zmeczeniowa osi jest okreslona
liczba cykli ladowan, a kazdy z nich jest odwzorowywany w badaniach w postaci widma zmiennych
obciazen, rOwnowaznego pod wzgledem zmeczeniowym widmu rzeczywistemu. W rezultacie prze-
prowadzenia takich badan na probee losowej identycznych osi kota podwozia o liczebnosci N = 16
uzyskano 16 realizacji n; trwato$ci zmeczeniowej n. Sa one zamieszczone w tabeli 5.11.

o$ kota

Rys. 5.4. O$ kota podwozia samolotu

Tabela 5.11. Wyniki badan trwalosci zmgczeniowej osi kota podwozia samolotu

n, [tysicey ladowan] | 27|23 |76 | 54| 125339 |18 |62 | 46|59 |41 |32]71]49 57|

Stosujac estymacj¢ punktowa i estymacj¢ przedziatowa, nalezy oszacowaé wartos¢ oczekiwa-
na En trwato$ci zmeczeniowej osi kota podwozia samolotu.
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Zadanie 5.7

W pewnej firmie byta przeprowadzana kontrola wyrywkowa wadliwosci produkowanych ele-
mentdéw. Kontrola polegata na pobieraniu co okre§lony czas partii elementéw o jednakowe;j liczeb-
nosci, dokonywaniu pomiaru waznych wymiaréw i wyznaczaniu $redniej wadliwosci w watkow
w kazdej z partii (tab. 5.12). Liczba takich partii skontrolowanych w ciagu miesiaca wyniosta
N = 20. Zaktadajac, ze proces produkcji watkow jest stabilny, nalezy oszacowaé warto§¢ oczekiwa-
ng Ew wadliwos$ci w elementow produkowanych przez firme, w tym — granice przedziatu ufnosci tej
wielkosci przy zatozeniu poziomu ufnosci £ =0,90.

Tabela 5.12. Wadliwosci 20 skontrolowanych partii elementow

| w [0,03 0] 0001[0]0o]o]o]0o]0]00s| 0]008/0]0]0 0010 0]o001]

5.3. ESTYMACJA PRAWDOPODOBIENSTWA

W analizach inzynierskich wykorzystuje si¢ nierzadko modele probabilistycz-
ne, czyli operujace pojeciem i wielkoscia prawdopodobienstwa. Dane potrzebne
do takich analiz, w postaci wartosci prawdopodobienstw, czerpane sa z obserwa-
cji lub badan eksperymentalnych. Jak wspomniano powyzej, dobrym estymato-
rem prawdopodobienstwa p jest czgstos¢ w wyznaczana przy uzyciu wzoru (5.4).
Wzor ten jest wystarczajacy, gdy ograniczamy si¢ do estymacji punktowe;j. Jesli
chcemy mie¢ wigcej informacji o nieznanym prawdopodobienstwie, to wyniki
badan eksperymentalnych wykorzystujemy do estymacji przedziatowe;.

Gdy liczebnos¢ N probki losowej jest wzglednie mata, to granice przedziatu
ufnosci moga by¢ wyznaczane przy uzyciu wzorow [2]:

1
YT TN b+ ’
I+ Tf(1+ﬁ)/2;2(N—b+l),2b
(5.18)
W= f(l+ﬂ)/2;2(b+1),2(N—b)

€ N-b ’
ﬁ_'_f(lJrﬁ)/z;z(bH),Z(N—b)
gdzie f, , tokwantyl rzedu a =(1+ f)/2 rozkladu F Snedecora o k, i k, stop-
niach swobody. Tablice wartosci f,., , sa podane migdzy innymi w pracy [2]
oraz w Zalaczniku 3. Mozemy wigc sadzi¢, ze nieznane prawdopodobienstwo p
Jest zawarte w przedziale w, < p <w, z prawdopodobienstwem £, czyli

Plw, <psw,}=p. (5.19)

Przy duzej liczebnosci badanej probki losowej, czyli przy duzym N, moga by¢
stosowane do okreslenia granic przedziatu ufnosci nieznanego prawdopodobien-
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stwa p réwniez inne zaleznos$ci, przy wyprowadzaniu ktorych korzysta si¢ z cechy
asymptotycznej normalnosci rozktadu estymatora w. Wowczas granice przedzia-
tu ufnosci, podane w relacji (5.19), mozna wyznaczaé przy uzyciu wyrazen:

1
Wy :W_ya\/ﬁw(l_w)a
Wg_w+ya NW( _W),

gdzie: w — czgsto$¢ wyznaczona przy uzyciu wzoru (5.4), y, — kwantyl rzedu
a =(1+ f)/2 standaryzowanego rozktadu normalnego.

Wedtug autora pracy [2] aproksymacja rozktadu estymatora w rozktadem
normalnym nie prowadzi do zbyt duzych niedoktadnosci oszacowan prawdopo-
dobienstwa p, jesli jest spetniony warunek

w(l-w)N >4. (5.21)

(5.20)

Oczywiscie, ma on charakter umowny.

Jak wynika z wyrazen (5.7), (5,9), (5.18) 1 (5.20), bardzo duzy wptyw na sze-
rokos¢ przedziatow ufnosci, a wigce i na doktadnos¢ statystycznych oszacowan ma
liczebno$¢ N probki losowej. Przy dostatecznie duzych wartosciach N przedziat
ten moze by¢ na tyle waski, ze wystarczajaca informacj¢ o badanej wielkosci x
moze zapewni¢ estymacja punktowa tej wielkosci.

Znajomos$¢ rozktadu estymatora poszukiwanej wielkosci moze by¢ podstawa
do oceny liczebnosci probki losowej w badaniach statystycznych, zapewniajacej
zadang doktadno$¢ wynikow. Tak na przyktad, jesli nieznana wielkos$cig wyzna-
czana w badaniach jest prawdopodobienstwo p, a rozktad jego estymatora w jest
normalny, to na podstawie wyrazen (5.19) 1 (5.20) otrzymuje si¢ wzor okreslajacy
pozadana liczebnosc¢ probki losowej obiektow w zaleznosci od dopuszczalnej nie-
doktadnos$ci bezwzglednej € = | p- w|. Ma on postaé

2
N= [y—aJ w(l=w). (5.22)
&
PRZYKLADY

PrzykrAD 5.6
Liczba wypadkéw drogowych w latach 2013—2017 zasztych na terenie USA,

zanotowana przez Bureau of Transportation Statistics, wyniosta 32 min. Catkowi-
ta liczba pojazdow wynosita w tym czasie okoto 265 min. Nalezy oszacowac na
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podstawie tych danych §rednie prawdopodobiefistwo zaj$cia wypadku drogowego
w USA w przeliczeniu na 1 pojazd w ciagu 1 roku.

Rozwigzanie

Oszacowanie prawdopodobienstwa zajscia wypadku ma znaczenie prognostycz-
ne przy zatozeniu, ze w kilku kolejnych latach bezpieczenstwo na drogach w USA
nie ulegnie istotnym zmianom. Dane statystyczne to potwierdzaja. Warto takze
zauwazy¢, ze oszacowanie jest dokonywane nie na probce losowej, lecz na calej
populacji pojazdéw. Zatem sens ma jedynie obliczenie usrednionej (po wszystkich
rodzajach pojazdow na drogach USA) czgstosci w wystepowania wypadkow w cia-
gu 1 roku i potraktowanie jej jako prawdopodobienstwa p zajscia wypadku w na-
stepnych latach. Do wyznaczenia tej wielko$ci uzyjemy wzoru (5.4). Zatem

b
RW=—o1, 5.23
p N (5.23)

gdzie: N =265 mln — liczba pojazdow w USA, b = (32/5) = 6,4 mln — liczba wy-
padkéw przypadajaca na jeden rok z okresu 5 lat (2013-2017). Po podstawieniu
danych do wzoru (5.23) otrzymujemy
6,4
w=
265

=0,024.

PrzykeaDp 5.7

Srednia warto$¢ prawdopodobienstwa utraty zycia przez kierowce cigzarowki
w USA w ciagu 1 roku wynosi 185107, a zatrudnionych w tym zawodzie w USA
jest okoto 3,3 mln o0sob. Oszacuj liczbg kierowcow, ktorzy traca zycie w USA
w ciagu 1 roku wykonywania swojego zawodu.

Rozwiqzanie

Z tresci przyktadu wynika, ze przytoczone informacje statystyczne dotycza
nie probki statystycznej, lecz catej populacji kierowcow ciezaréwek w USA. Po-
dana $rednia warto$¢ prawdopodobienstwa utraty zycia przez kierowce ci¢zarow-
ki nalezy wigc traktowac jako czestos¢ zdarzen utraty zycia przez kierowcow,
a usrednienie dotyczy wszystkich kierowcoéw cigzarowek, rodzajow cigzarowek,
rodzajow i dlugosci tras jazdy, liczby lat, z ktorych pochodza dane itd. Uznajemy
zatem, ze podane $rednie prawdopodobienstwo ¢ jest rdwne czestosci w, czyli

q=w,
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gdzie
b
w=—,

N
przy czym: w=185-10% N = 3,3 mIn — liczba kierowcow cigzarowek (populacja
generalna), b — poszukiwana $rednia liczba kierowcow, ktorzy traca zycie w USA
w ciagu 1 roku wykonywania swojego zawodu. Stad

b=wN =185-10"°-3,3-10° ~ 610.

PrzykeraD 5.8

Badaniom eksploatacyjnym niezawodno$ci poddano probke losowa reflekto-
row o liczebnosci N = 50, a nastgpnie druga probke tych samych obiektow o li-
czebnosci N =500. W czasie ¢ ich uzytkowania uleglo uszkodzeniom w pierwszej
probee b =5, a w drugiej probce — b = 50 egzemplarzy obiektu. Nalezy wyznaczy¢
warto$ci estymatora prawdopodobienstwa nieuszkodzenia pojedynczego reflekto-
ra w czasie ¢ na podstawie wynikow badan pierwszej probki i na podstawie wyni-
kéw drugiej probki, a takze granice przedziatow ufnosci tej miary niezawodnosci
na poziomie ufnosci f=0,95 w obu przypadkach badan.

Rozwiqzanie

Za miar¢ niezawodnosci reflektora przyjmijmy prawdopodobienstwo R jego
nieuszkodzenia w analizowanym czasie ¢ uzytkowania. Zatem estymatorem R tej
wielkosci jest czgstos¢ niewystgpowania uszkodzenia w badaniach probki loso-
wej reflektorow. Zgodnie ze wzorem (5.4) czgsto$¢ ta okreslona na podstawie
rezultatu badan jednej i drugiej probki wynosi:

R 50-5

=w=—-—=0,90,
50
]%:W:M:(),QO’
500

a wigc jednakowa w obu badaniach.

Granice przedziatow ufnosci dla nieznanej wartosci funkcji niezawodnosci R
wyznaczmy na podstawie wyrazen (5.20), a wige przy zatozeniu, ze probki sa wy-
starczajaco duze, by rozktad estymatora R przyja¢ za normalny. W takim przy-
padku granice te wynosza:

R, =w—ya,/%w(l—w),

Rg =w+y,
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gdzie y, jest kwantylem rzgdu o =(1+ f)/2 standaryzowanego rozktadu nor-
malnego. Warto$¢ tego kwantyla znajdujemy na przyktad w tabeli zamieszczonej
w Zataczniku 1. Jesli poziom ufnosci f=0,95, to yq, 52 = Vo975 =1,960.

Na podstawie wynikéw badan pierwszej probki statystycznej reflektorow
otrzymujemy granice przedzialu ufnosci:

R, =O,90—1,960-\/%-0,90(1—0,90) =0,90-0,083=0,817,

R, = O,9O+1,960-\/51—0-0,90(1—0,90) =0,90+0,083=0,983,

a na podstawie wynikéw badan drugiej probki granice te wynosza:

R, = 0,90—1,960-\/5-0,90(1—0,90) =0,90-0,026=0,874,

R, = 0,90+1,960'\/ﬁ'O,90(1—0,90) =0,90+0,026 =0,926.

Dziesigciokrotne zwigkszenie liczebnosci probki spowodowato przeszto trzy-
krotne zmniejszenie szerokosci przedziatu ufnosci, a tym samym doktadnos$ci
oszacowania wartosci R. Uzyskane wyniki sa takze zilustrowane na rysunku 5.5.

przedziat ufnosci dla R
na podstawie badan N = 50 reflektorow

-

0,860 {0,940 0980 1,000 R

T

0,800 0,820

przedziat ufnoéci dlaR
na podstawie badan
N =500 reflektorow

Rys. 5.5. Przedziaty ufnosci dla funkcji niezawodnosci R reflektora uzyskane na podstawie badan
probek losowych o réznych liczebno$ciach

Przykrap 5.9
W celu okreslenia niezawodnosci pewnego typu predko$ciomierza przepro-

wadzono badania doswiadczalne 20 jego egzemplarzy trwajace 1000 h. W tym
czasie uszkodzity si¢ 3 z nich. Stosujac estymacje punktowa i estymacj¢ prze-
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dzialowa, nalezy oszacowa¢ prawdopodobienstwo g uszkodzenia pojedynczego
egzemplarza z populacji predkosciomierzy w okresie jego funkcjonowania przez
1000 h.

Rozwigzanie

Poszukiwane prawdopodobienstwo g oszacujemy na podstawie uzyskanych wy-
nikow badan trwatosci predkosciomierzy, stosujac estymator w postaci czgstoscei (5.4)
b
w=—.
N
W opisanych badaniach liczebnos¢ probki losowej wynosita N =20, a liczba uszko-
dzonych predkosciomierzy sposrod badanych N w czasie 1000 godzin — b = 3.
Zatem

w=i=0,15.
20

Q

q

Jest to wynik estymacji punktowej prawdopodobienstwa g.

W celu zastosowania estymacji przedziatowej sprawdzmy najpierw, czy spetl-
niony jest warunek (5.21) potwierdzajacy dobra zbiezno$¢ rozktadu prawdopo-
dobienstwa estymatora w do rozktadu normalnego. Lewa strona tego warunku

w(l-w)N=0,15(1-0,15)-20=2,55.

Jest wigc zbyt mata, by doktadno$¢ oszacowania przedziatu ufnosci dla poszuki-
wanego prawdopodobienstwa ¢ na podstawie wzordéw (5.20) byla wystarczajaca.
Zatem do wyznaczenia granic przedziatu ufnosci zastosujemy doktadniejsze wzo-
ry, czyli (5.18). Przyjmijmy tez, ze poziom ufnosci wynosi £ =0,90.

Weczesniej, w odpowiednich tabelach, wyszukamy wartosci kwantyli rozktadu
F Snedecora wystepujacych we wzorach (5.18):

f(1+/3)/2;2(N—b+1),2b = fo9s:36,6 12€du 0,95 0 k; =36 1 k, = 6 stopniach swobody,

Saspyaweny2v-p) = So9s:s.34 12€du 0,95 0 ky = 8 i k, = 34 stopniach swobody.
Z tabeli zamieszczonej w Zataczniku 3 wynotowujemy wartosci: fj gs.36 4 = 3,79

1 fo905.834 = 2,24. Po podstawieniu tych warto$ci 1 innych danych do wzordw (5.18)
otrzymujemy

1 1
B = =0,042
Ya S TN b 20371 0,042,
I+ Tf(1+ﬁ')/2;2(N—b+l),2b 1+ Ty 3,79
f(1+ﬂ)/2‘2(b+1) 2(N-b) 2.24
= — = : =0,345.
Ye TN D T :

4 _ L 04004
b + 1 ﬂl+ﬁ)/2,2(b+1),2(N b) 3 +1
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Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo g jest zawarte w przedziale (ufnosci)
0,04 <¢<0,35 z prawdopodobienstwem £ =0,90, czyli

P{0,04 < ¢ <0,35}=0,90.

Wyznaczmy warto$ci granic przedziatu ufnosci réwniez w inny sposob, przyj-
mujac, ze rozktad estymatora nieznanego prawdopodobienstwa ¢ jest normal-
ny (chociaz warunek dopuszczalnos$ci takiego zatozenia nie jest, jak wykazano
powyzej, spetniony). Do wyznaczenia granic przedziatu ufnosci zastosujemy
wige wyrazenia (5.20). Wystepujacy w nich kwantyl y, 5, = ¥ o5 12&du 0,95
standaryzowanego rozktadu normalnego znajdujemy w tabelach tego rozktadu
(np. w tabeli zamieszczonej w Zalaczniku 1) lub w tabelach funkcji Laplace’a,
podanych na przyktad w pracach [2, 5]. Wynosi on y, 95 = 1,645. Po podstawieniu
tej wartosci 1 innych danych do wzoréw (5.20) otrzymujemy

Wy = W=, /%w(l—w)=0,15—1,645\/$0,15(1—0,15)=0,019,
W, =W+, /%w(l—w):0,15+1,645\/2i00,15(1—0,15)=O,281.

Jak wida¢, rezultaty uzyskane przy uzyciu tych przyblizonych wzorow niewiele
odbiegaja od uzyskanych z doktadniejszych zaleznosci wynikajacych z rozktadu
F Snedecora.

Przyxrap 5.10

Na podstawie danych statystycznych rejestrowanych przez 2 lata uzytkowa-
nia 300 egzemplarzy pewnego urzadzenia lotniczego zanotowano 7 uszkodzen.
Nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia uszkodzenia pojedynczego
egzemplarza urzadzenia w ciagu 1 roku jego funkcjonowania.

Rozwiqzanie

Estymatorem nieznanego prawdopodobienstwa ¢ jest czgstos¢, ktdra odniesio-
na do 1 roku funkcjonowania urzadzenia wynosi w przyblizeniu

wW=—,

N
gdzie: N =300 — liczebnos¢ probki (przyjmijmy, ze jest to probka losowa z popu-
lacji generalnej analizowanych urzadzen), b = 7/2 — liczba egzemplarzy urzadze-
nia, ktore w ciagu 1 roku ich uzytkowania ulegty uszkodzeniu.
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Po podstawieniu danych otrzymujemy oszacowanie (punktowe) prawdopodo-
bienstwa g
7

g=w=—-—-=0,0117.
300-2

Wyznaczmy jeszcze przedziat ufnosci, w ktorym moze si¢ znajdowac praw-
dopodobienstwo g uszkodzenia urzadzenia. Chociaz warunek (5.21) nie jest spet-
niony, co mozna tatwo sprawdzi¢, do wyznaczenia granic przedziatu ufnosci za-
stosujmy wzory przyblizone (5.20), oparte na zatozeniu, ze zmienna losowa w ma
rozktad normalny. Aby z nich skorzysta¢, znajdzmy wczesniej wartos¢ kwantyla
rzedu a =(1+ f)/2 standaryzowanego rozktadu normalnego. Przyjmijmy w tym
celu poziom ufnosci B =0,90. Wowcezas y, =y, 52 =Voos =1,645 (Zalacz-
nik 1). Granice przedziatu ufnosci wynosza wigc:

W, =w=, %w(l—w) :0,0117—1,645\/3%-0,0117(1—0,0117) =0,0015,

W, =W+, /%w(l—w) =0,0117+1,645\/ﬁ-0,0117(1—0,0117) =0,0219.

Zatem, poszukiwane prawdopodobienstwo wystapienia uszkodzenia pojedyn-
czego egzemplarza urzadzenia w ciagu 1 roku jego funkcjonowania jest zawar-
te w przedziale ufnosci 0,0015 < ¢ < 0,0219 z prawdopodobienstwem S = 0,90
(czyli na poziomie ufnosci S =0,90).

Sprawdzmy dodatkowo, ile wynosza granice przedziatu ufno$ci wyznaczo-
ne przy uzyciu dokladniejszych wzorow (5.18), ktorych podstawa jest rozktad
F Snedecora zmiennej w. Wystepujace w tych wzorach kwantyle rozktadu, tj.:

Jarpyasa(n-bayn = Joos;s05.7 126d0 0,95 0 ky = 595 i k, =7 stopniach swobody,

Jaspy2awina-n) = Joos0.505 126du 0,95 0 ky =9 i ky = 593 stopniach swo-
body,
wynotowujemy z tabeli zamieszczonej na przyktad w Zalaczniku 3. Wynosza one:
Jo95:505.7 =3,23 1 [ 95,9503 =1,89. Po podstawieniu tych wartosci i innych da-
nych do wzorow (5.18) otrzymujemy

1 1

TN bt T TT300-7/2+1 =0,0036,
I+ b Jaepyzov-pyas 1 T 3,23
f(l+ﬂ)/2;2(b+1),2(N—b) 1,89
Wg_N—b =300=7/2 189—0,0287.
bl + fas pr2an2(v-b) ERE +1,
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Wyniki uzyskane obydwoma sposobami sa zobrazowane na rysunku 5.6.

przy zatozeniu rozktadu normalnego
estymatora w

=)
o
=)
S
[\S)
S
o
=)
=
=
S
o
=)
e
S
S
SR

przy zatozeniu rozktadu F Snedecora
estymatora w

Rys. 5.6. Przedzialy ufnosci dla prawdopodobienstwa ¢ wystapienia uszkodzenia urzadzenia, uzy-
skane dwoma sposobami

Przykeap 5.11

Pewna firma przeprowadzajaca badania poparcia przez wyborcoOw poszcze-
g6lnych partii ustalita liczebno$¢ probki statystycznej osob ankietowanych na
N =1000. Nalezy wyznaczy¢ i przedstawi¢ graficznie zaleznos$¢:

— prawdopodobienstwa p poparcia partii w wyborach,
— doktadnos$¢ oszacowania tego prawdopodobienstwa,
od rezultatu badan sondazowych.

Rozwiqzanie

Estymatorem prawdopodobienstwa p przyjmujemy czgsto$¢ w poparcia partii
w badaniach sondazowych, zdefiniowana przez wzor (5.4). W ramach estymacji
punktowej przyjmujemy wige, ze zalezno$¢ prawdopodobienstwa p od wynikow
badan sondazowych ma postac

D =W

Doktadnos¢ oszacowania prawdopodobienstwa p okreslimy na podstawie sze-
roko$ci przedziatu ufnosci [w,, w,]. Liczebno$¢ N probki jest wzglednie duza,
mozna wigc sig¢ spodziewac, ze estymator w ma rozktad zblizony do normalnego.
Warunek (5.21) dopuszczalnosci takiego zatozenia jest spelniony nawet dla ma-
tych wartosci czgstosci w, na przyktad dla w = 3% = 0,03 lewa jego strona wynosi

w(1=w)N =0,03(1-0,03)-1000 = 29,1
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i jest duzo wigksza niz 4. Zatem do wyznaczenia szerokos$ci przedziatu ufno-
$ci zastosujemy wzory (5.20). Wynika z nich, Ze jest on roztozony symetrycznie
wzgledem czgstosci w i ze jego szerokos¢ wynosi

A=2y, /%w(l—w), (5.24)

gdzie y, to kwantyl rzedu o =(1+ f)/2 standaryzowanego rozktadu normal-
nego. Przyjmijmy dwa poziomy ufnosci, dla ktorych wyznaczymy szerokosc A:
£=0,951 £=0,99. Warto$ci kwantyla znajdujemy na przyktad w tabelach za-
mieszczonych w pracach [2, 5] lub w Zataczniku 1. Wynosza one:

— dla £=0,95= 1,52 = Yoor5 =1,960,

— dla £=0,99- Y442 = Yoos =2,575.

Po podstawieniu danych do wzoru (5.24) otrzymujemy — przy poziomie £ = 0,95

/ 1
A=2-1,960 MW(I—W)—O,I24O,/W(1—W),

a przy poziomie £ =0,99

/ 1
A=2-2 —w(l-w)=0,1629,/w(1—w).
,575 1000 w( w) 0,1629 w( w)

Korzystajac z tych wyrazen, obliczamy wielko$¢ A dla wybranych wartosci w w

przedziale miedzy 0,03 a 0,50. Wyniki obliczen zamieszczone sa w tabeli 5.13.
Na podstawie obliczen mozna przyjaé, ze prawdopodobienstwo p poparcia par-

tii w wyborach powinno si¢ zmiesci¢ z prawdopodobienstwem S w przedziale

p=wztd,

gdzie 6 =0,5A (z racji symetrii rozktadu normalnego).

Tabela 5.13. Wyniki obliczen szerokosci przedziatu ufnosci

w [%] 3 10 30 50

50,95 A %] 2,12 3,72 5,68 6.2
5 [%] ~1 ~1,9 ~2.8 ~3,1

50,99 A %] 2,79 4,89 7,46 8,15
5 [%] ~14 2.4 ~3,7 ~4,1

Rezultaty estymacji punktowej i estymacji przedziatlowej (dla przypadku, gdy
poziom ufnosci S =0,99) prawdopodobienstwa p poparcia partii w zaleznosci od
poziomu w poparcia uzyskanego przez parti¢ w badaniu sondazowym sa przedsta-
wione na rysunku 5.7.
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Rys. 5.7. Prognoza wyniku p partii w wyborach dokonywana na podstawie rezultatu w uzyskanego
w badaniu sondazowym (z przedziatem ufno$ci na poziomie £ =0,99)

Z rezultatdow obliczen i z rysunku 5.7 wynika, ze doktadnos¢ badan sondazo-
wych nawet na tak wysokim poziomie ufnosci, jak okreslony przez prawdopo-
dobienstwo £ =0,99, jest duza. Jesli wigc probka losowa 0sob ankietowanych
jest reprezentatywna dla calej populacji wyborcow, to wynik wyborow powinien
znalez¢ sig w przedziale ufnosci okreslonym dla oszacowanej w badaniach czg-
stosci w. Mowiac inaczej, prawdopodobienstwo, ze wynik bedzie si¢ znajdowat
poza tym przedzialem jest znikome.

PrzykrAD 5.12

W czasie uruchamiania urzadzenia wystepuja szczegolnie duze obcigzenia po-
szczegOlnych jego elementow. Jednym z nich jest koto zgbate utworzone w rezulta-
cie potaczenia ciernego wienca i korpusu kota na powierzchni walcowej a (rys. 5.8).
Przewidywana warto$¢ prawdopodobienstwa uszkodzenia polaczenia wskutek
poslizgu na tej powierzchni w rezultacie wielokrotnych wilaczen urzadzenia pod-
czas t lat jego funkcjonowania wynosi g = 0,05. W celu potwierdzenia tego przy-
puszczenia postanowiono przeprowadzi¢ przyspieszone badania zawodnosci pola-
czenia ciernego poprzez wielokrotne obcigzanie egzemplarzy kot na stanowisku ba-
dawczym. Zadbano przy tym o wierne odtworzenie rodzaju i wielkosci obciazenia
oraz ich liczby. Nalezy okresli¢ orientacyjna liczbg egzemplarzy kot zgbatych, ktore
powinno si¢ podda¢ takim badaniom, aby bezwzgledna warto$¢ btedu wyniku nie
przekroczyta £ =0,01 z prawdopodobienstwem £ =0,90.
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Rozwiqzanie

Poszukiwana liczebno$¢ N probki kot zgbatych przeznaczonych do badan do-
swiadczalnych okreslimy, postugujac si¢ przyblizona zaleznoscia (5.22). W roz-
wazanym przykladzie liczebnos¢ ta wynosi

2
N:[y—“] q(1-9). (5.25)

&
Wystgpujacy w tym wzorze kwantyl y, rzedu a =(1+ f)/2 standaryzowanego
rozkladu normalnego wynosi i, sy = V(140,902 = Yoos = 1,645 (Zatacznik 1). Po
podstawieniu tej wartosci i pozostatych danych do wzoru (5.25) otrzymujemy

2
N:(l’“ﬂ 10,05(1-0,05) ~1285.

Liczebnos$¢ probki jest wige duza, co potwierdza stusznosé uzycia wzoru (5.22)
do jej oszacowania. Jest ona na tyle duza, ze ze wzgledow finansowych takie ba-
dania nie bylyby raczej uzasadnione.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 5.8

W pewnym duzym przedsigbiorstwie produkcyjnym rejestrowano przez 8 lat wypadki zacho-
dzace w dwoch rdézniacych sig grupach stanowisk pracy o liczebnos$ciach odpowiednio 100 i 60.
W pierwszej z nich zanotowano w tym czasie 6 wypadkow, a w drugiej — 3. Wyznacz estymator
punktowy prawdopodobienstwa zaj$cia wypadku w ciagu 1 roku na pojedynczym stanowisku pracy
w jednej i w drugiej grupie.

Zadanie 5.9

Posrod jednego tysiaca pracownikéw, wykonujacych wykopy pod rury wodociagowe, zging-
to w ciagu trzech lat pracy czterech, a siedemnastu doznalo cigzkich obrazen. Stosujac estymacje
punktowa i estymacj¢ przedziatowa, nalezy oszacowa¢ prawdopodobienstwo:
— utraty zdrowia w stopniu co najmniej cigzkim,
— utraty zycia
przez osobg wykonujaca tego rodzaju pracg w ciagu 1 roku.
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Zadanie 5.10

W reprezentatywnej probce losowej pracownikow w USA, liczacej N = 1 mln 0sob, zanotowano
w ciagu 1 roku b =157 000 wypadkow przy pracy (zdarzenia konczacego si¢ obrazeniami dowolnego
rozmiaru), spowodowanych btgdami pracownikdéw. Nalezy wyznaczy¢ granice przedzialow ufnosci
dla sredniego prawdopodobienstwa Q popetienia takiego btedu przez pracownika w USA w ciagu
1 roku. Przyjac poziom ufnosci S =0,95.

Zadanie 5.11

We wszystkich przedsigbiorstwach pewnej spotki zarejestrowano w ciagu ¢t = 8 lat b = 13 wy-
padkow wskutek potknigcia lub poslizgnigeia podczas poruszania si¢ po terenie przedsigbiorstwa,
zakonczonych co najmniej $rednimi obrazeniami. Pracownikéw wykonujacych podobne zadania
i narazonych na takie upadki jest w tej spolce N =120 . Stosujac estymacj¢ punktowa i estymacjg
przedziatowa, nalezy oszacowac prawdopodobienstwo Q zajécia upadku pracownika spotki wsku-
tek potknigcia lub poslizgnigcia w ciagu 1 roku, zakonczonego co najmniej §rednimi obrazeniami.

Zadanie 5.12

Na probcee statystycznej wyborcow o liczebnosci N =1000 przeprowadzono badania poparcia
poszczegblnych partii. Okazalo sig, ze parti¢ XYZ poparto 65 wyborcow. Na podstawie takiego
rezultatu badania sondazowego nalezy oszacowac:

— prawdopodobienstwo p [%] poparcia tej partii w wyborach,
— doktadno$¢ oszacowania tego prawdopodobienstwa, przyjmujac poziom ufnosci S =0,95.

Zadanie 5.13

Na $rednicg wewngtrzna d = 50 mm pier$cienia wewngtrznego tozyska tocznego narzucone sa
odchytki wymiarowe: dolna £/ = —15 um i gérna ES = 0. Zapewnienie wymiaru o takich cechach
odbywa si¢ na obrabiarce sterowanej numerycznie poprzez odpowiednie ustawienie parametrow
jej pracy. W rezultacie kontroli wymiaréw dokonanej na probee statystycznej pierscieni o liczeb-
nosci N = 200 stwierdzono, ze 11 z nich ma wymiary niemieszczace si¢ w polu tolerancji. Nalezy
oszacowac wadliwos¢ pier§cieni wytwarzanych przy tak ustawionych parametrach obrabiarki oraz
doktadnos$¢ tego oszacowania.

Zadanie 5.14

Zbiorniki cisnieniowe maja by¢ wykonywane z blachy stalowej przeznaczonej do tego celu.
Producent zbiornikéw postanowit sprawdzi¢, czy dostarczana przez hutg blacha ma wymagana
granicg wytrzymato$ci doraznej wynoszaca co najmniej R, = 570 MPa, gwarantowang przez hutg
z prawdopodobienstwem 96%. W rezultacie badan N = 80 probek wykonanych z blachy okazalo sig,
ze 2 z tych probek mialy granicg R,, mniejsza niz wymagana. Nalezy oszacowaé granice przedziatu
ufnos$ci dla prawdopodobienstwa tego, ze dostarczana przez hut¢ blacha ma wymagana granice
wytrzymato$ci doraznej. Przyja¢ poziom ufnosci g =0,95.

Zadanie 5.15

W przewodzie rurowym za pompa jest umieszczony cisnieniomierz. Zadaniem tego przyrzadu
pomiarowego jest mierzenie ci$nienia czynnika tloczonego przez pompg i sygnalizowanie sytuacji
nadmiernego spadku ci$nienia. W losowo wybranych chwilach ci$nienie jest rejestrowane. W ta-
beli 5.14 sa przytoczone wyniki 18 zarejestrowanych pomiarow. Zaktadajac, ze zmiany ci$nienia
sa procesem stacjonarnym, oraz stosujac estymacj¢ punktowa i estymacj¢ przedzialowa nalezy
oszacowa¢ na podstawie wynikdéw pomiarow prawdopodobienstwo ¢ spadku cisnienia ponizej
p = 0,62 MPa. Przyja¢ poziom ufnosci £ =0,90.
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Tabela 5.14. Zarejestrowane wyniki pomiaru cisnienia czynnika ttoczonego przez pompe

062 | 068 | 063 | 060 | 067 | 0,69 | 0,64 | 0,63 | 0,66
065 | 064 | 062 | 066 | 061 | 0,63 | 0,65 | 0,61 | 0,67

p: [MPa]

Zadanie 5.16

Liczba ofiar $miertelnych wypadkow drogowych w latach 2013—2017 zasztych na terenie USA,
zanotowana przez Bureau of Transportation Statistics, wyniosta 175 tys. Calkowita liczba pojazdow
wynosita w tym czasie okoto 265 mln. Nalezy oszacowac na podstawie tych danych §rednie praw-
dopodobienstwo zajscia wypadku drogowego w USA w przeliczeniu na 1 pojazd w ciagu 1 roku
(jako prognozg na kolejne lata), przy zalozeniu, ze w jednym wypadku ze skutkiem §miertelnym
ginie $rednio 1,2 osoby.

Zadanie 5.17

Liczba wypadkow drogowych w 2017 roku zasztych na terenie USA, zanotowana przez Bureau
of Transportation Statistics, wyniosta 7,3 mln. Catkowita liczba pojazdéw wynosita w tym czasie
okoto 268 mln. Nalezy oszacowac na podstawie tych danych $rednie prawdopodobienstwo zajscia
wypadku drogowego w USA w przeliczeniu na 1 pojazd w ciagu nastgpnego roku (przy zatozeniu,
ze bezpieczenstwo w ruchu drogowym w USA pozostanie na niezmienionym poziomie).

5.4. METODY EKSPERCKIE SZACOWANIA
PRAWDOPODOBIENSTW ZDARZEN

Badania eksperymentalne nie zawsze moga by¢ przeprowadzone. Powodami
sa najczesciej: zbyt duze koszty i czas potrzebny do uzyskania wynikow, brak
mozliwosci technicznych, wzgledy etyczne 1 in. Wyjsciem z takiej sytuacji jest
pozyskiwanie potrzebnych informacji metodami eksperckimi. W niniejszym pod-
rozdziale sa przedstawione tylko dwie, najprostsze metody eksperckie z wielu
prezentowanych w bogatej literaturze z tego zakresu. Sa to metody: bezposrednie-
go szacowania i rankingowa. Przedstawimy je w duzym skrocie, gtdéwnie w kilku
przyktadach. Bardziej szczegdtowy ich opis mozna znalez¢ na przyktad w pra-
cach [1, 6, 7]. Przygotowanie badan tymi metodami, opracowywanie i analizowa-
nie uzyskanych wynikoéw jest w duzym stopniu oparte na podstawach statystyki
matematycznej. Gtéwna réznica migdzy wspomnianymi metodami eksperckimi
a metodami statystycznymi polega na tym, ze wyniki podlegajace opracowaniu
statystycznemu przy uzyciu metody eksperckiej nie pochodza z badan probki
egzemplarzy obiektow, lecz sa wymyslone, wyobrazone przez grupg ekspertow.
To wyobrazenie oparte jest na wiedzy o analizowanej rzeczywistosci, doswiad-
czeniu, a zwlaszcza na intuicji eksperta. Opinie ekspertow, np. o prawdopodo-
bienstwie zaj$cia okreslonego zdarzenia, moga by¢ wyrazane w roznej formie
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1 uzyskiwane na przyktad przy uzyciu specjalnie przygotowanych ankiet. Opinie
powinny by¢ wyrazane niezaleznie przez poszczegolnych ekspertow. Ekspertow
powinno by¢ co najmniej kilku, a im liczba ich jest wigksza, tym trafno$¢ (doktad-
no$¢) oszacowan moze by¢ wigksza. Bardzo duzy wptyw na trafno$¢ wyrazanych
opinii ma sposob sformutowania polecen (pytan) i wyjasnien zawartych w ankie-
cie. Ekspertami powinny by¢ osoby znajace analizowany fragment rzeczywisto$ci
i cel badan.

Jak wynika z tych objasnien dotyczacych podstaw metod eksperckich, mozna
je nazwac wirtualnymi metodami statystycznymi.

METODA BEZPOSREDNIEGO SZACOWANIA

Zgodnie z koncepcja tej metody poszczegdlni eksperci w wypehianych ankie-

tach wyrazaja swoje opinie na przyktad o:

— czestoSciach w wystgpowania zdarzenia A (oczywiscie — okreslonego,
np. upadku pracownika podczas jego przemieszczania si¢ albo uszkodzenia
uktadu wypuszczania podwozia w samolocie albo zgonu pieszego wskutek
potracenia przez pojazd),

— liczbie zajs¢ okreslonego zdarzenia w analizowanym zbiorze obiektow w przy-
jetym czasie.

Informacje te eksperci moga podawa¢ w dowolnej formie, moze by¢ ona takze
zasugerowana w ankiecie kierowanej do eksperta. Opini¢ wyrazona przez eksper-
ta mozna uzna¢ za wirtualny odpowiednik pojedynczego rezultatu rzeczywistego
badania statystycznego. Poniewaz opinie ekspertow nie pokrywaja sig, jako wy-
nik oszacowania przyjmuje si¢ srednig z ich opinii.

Tak na przyktad, jesli celem jest oszacowanie prawdopodobienstwa p zajscia
okreslonego zdarzenia (w przyjetym czasie), to zgodnie z informacjami podanymi
w podrozdziale 5.1 przyjmuje sig, ze

p=Ww,

przy czym w jest uSredniona opinia ekspertow o czgstosci zdarzenia. Srednia czeg-
sto$¢ wynosi

1 N
w=—>»w, 5.26
NZI ; (5.26)

gdzie: w; — czgsto$¢ wynikajaca z opinii i-tego eksperta, N — liczba ekspertow. Ko-
rzystajac na przyktad z wyrazen (5.7), mozna rowniez na podstawie opinii eksper-
tow okresli¢ przedzial ufnosci, w ktoérym miesci si¢ poszukiwane prawdopodobien-
stwo p =~ w. W praktyce jednak poprzestaje si¢ na estymacji (wirtualnej) punktowe;.
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PRZYKLADY

Przykeap 5.13

W pewnym przedsigbiorstwie postanowiono oszacowa¢ w sposob ekspercki
mozliwos¢ popehienia okreslonego btedu w grupie pracownikow wykonujacych
wazne dla przedsigbiorstwa zadanie. W tym celu utworzono grupg specjalistow,
ktorzy po odpowiednim przeszkoleniu wyrazili w ankietach swoje opinie 0 moz-
liwosci wystapienia tego btedu. Opinie te w formie czgstosci sa podane w ta-
beli 5.15. Nalezy oszacowa¢ prawdopodobienstwo popelnienia wspomnianego
btedu podczas jednokrotnego wykonania zadania.

Tabela 5.15. Czgstosci bledu podane przez ekspertow

Numer eksperta Czestosé w;
1 1 raz w czasie 10 wykonan zadania
2 2 razy w czasie 15 wykonan zadania
3 0 razy w czasie 20 wykonan zadania
4 1 razy w czasie 20 wykonan zadania
5 0 razy w czasie 10 wykonan zadania

Rozwiqzanie

Czgstosci popehienia btedu podczas jednokrotnego wykonania zadania we-
dtug poszczegolnych ekspertow wynosza w przyblizeniu:

1 2 1
w=—=0,10, w, =—=0,13, w, =£=O, w, =—=0,05, w; =£=0.
10 15 20 20 10
Zgodnie ze wzorem (5.26) $rednia czgsto$¢ wynosi wige

1< 1
w=§Zwi =§(0,10 +0,13+0+0,05+0)=0,056.
i=1
Zatem, mozna przyjac, ze prawdopodobienstwo popehienia bigdu podczas jedno-
razowego wykonania zadania wynosi p = w=0,056.

Przykrap 5.14

W fazie ladowania awionetki zdarza si¢ czasami tak zwane twarde ladowa-
nie. Informacja o mozliwosci zajscia takiego zdarzenia, zdarzenia A4, jest wazna
w fazie projektowania podwozia. W celu dokonania oszacowania prawdopodo-
bienstwa zajscia zdarzenia A utworzono grupe 6 ekspertow, ktorzy w ankietach
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odpowiedzieli na pytanie: ile twardych ladowan moze wystapi¢ podczas 1000
ladowan analizowanego typu awionetki? Podane przez nich liczby takich ladowan
sa zawarte w tabeli 5.16.

Tabela 5.16. Liczba twardych ladowan podana przez ekspertow

Nr eksperta 1 2 3 4 5 6
Liczba n; twardych ladowan podczas 1000 ladowan 3 1 0 2 1 1

Nalezy oszacowaé prawdopodobienstwo P{4} zajscia twardego ladowania
przypadajace na jedno ladowanie.

Rozwiqzanie

Przyjmiemy, ze poszukiwane prawdopodobienstwo jest w przyblizeniu réwne
czestosci twardych ladowan (p = w), okreslonej na podstawie opinii ekspertow
o liczbie n twardych ladowan podczas 1000 ladowan. Czgstos¢ w wynosi

n
w= .
1000
Zgodnie z zasadami metody eksperckiej liczbe n traktujemy jako $rednia okreslo-
na na podstawie opinii poszczegdlnych ekspertow. Zatem

1 N
nzﬁlz:;ni,

gdzie N = 6 to liczba ekspertow. Po podstawieniu danych do tego wzoru otrzy-
mujemy

(5.27)

n:é(3+1+0+2+1+1):1,33.

Czestos¢ w wynosi wige
n 1,33
w= = =
1000 1000
Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo twardego ladowania, wedlug eksper-
tow, wynosi

1,33-107.

p~1,33-107 w jednym ladowaniu.

PrzykeaD 5.15

W ramach analizy ryzyka utraty zycia przez pieszego podczas przechodze-
nia przez jezdni¢ w pewnej miejscowosci zespot 5 ekspertow oszacowat liczbg
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zgondw pieszych przypadajaca na 1000 potracen przez samochod osobowy ja-
dacy z predkoscia v =60 km/h. Liczby n; zgondéw podane przez poszczegdlnych
ekspertow zamieszczone sa w tabeli 5.17. Opierajac si¢ na opiniach eksperckich,
nalezy oszacowac¢ prawdopodobienstwo Z utraty zycia przez przechodnia jako
skutku najechania przez samocho6d osobowy z podana predkoscia.

Tabela 5.17. Liczba n; zgonéw przechodnia podana przez ekspertow

Nr eksperta 1 2 3 4 5
Liczba n, zgondéw przypadajaca na 1000 najechan 250 180 220 190 240
Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, przyjmujemy, ze poszukiwane praw-
dopodobienstwo Z jest w przyblizeniu rowne czg¢stosci w zgondw. Czestosci wy-
nikajace z informacji podanych przez poszczegolnych ekspertow roéznia si¢ mig-
dzy soba i wynosza:

n 250

1/1/'1 = = —_—=

1000 1000
oraz obliczane analogicznie w, = 0,18, w; = 0,22, w, = 0,19, ws = 0,24. Zgodnie

ze wzorem (5.26) Srednia czgstos¢ wynosi wige

5
w=lZwl. zé(O,ZS+0,18+0,22+O,19+0,24)=0,216.

i=1

0,25

Zatem prawdopodobienstwo utraty zycia przez przechodnia najechanego przez
samochod wynosi Z = 0,22.

PrzykrAD 5.16

Kierownictwo partii X, chcac zmniejszy¢ koszty oszacowania stopnia po-
parcia w nadchodzacych wyborach, postanowita dokona¢ tego oszacowania
przy uzyciu metody eksperckiej. Powotano grupe 6 ekspertow — znawcow sce-
ny politycznej kraju i nastrojow spotecznych. Ekspertow zapytano, ilu sposrod
wirtualnej, reprezentatywnej probki wyborcow o liczebnosci 1000 poprze par-
ti¢ X w zblizajacych si¢ wyborach. Odpowiedzi poszczegolnych ekspertow sa
zamieszczone w tabeli 5.18. Na podstawie przedstawionych w niej informac;ji
nalezy oszacowac¢ prawdopodobienstwo p [%] poparcia przez obywateli tej par-
tii w wyborach.
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Tabela 5.18. Liczba 0s6b popierajacych parti¢ podana przez ekspertow

Nr eksperta 1 2 3 4 5 6
Llcgba n; 0s6b w probece 1000 wyborcow popierajacych 70 60 65 30 60 55
parti¢ X

Rozwiqzanie

Na podstawie opinii eksperckich zawartych w tabeli 5.18 mozna, jak w po-
przednim przyktadzie, wyznaczy¢ wskaznik poparcia w; (czgsto$¢) wynikajacy
z opinii kazdego z N ekspertow, a nastgpnie obliczy¢ srednia w z wartos$ci w;,.
Oszacowania prawdopodobienstwa p = w mozna dokona¢ takze w inny sposob:
najpierw wyznaczy¢ $rednia liczbe n wyborcoOw popierajacych (wedtug eksper-
tow) parti¢ X, a nastgpnie obliczy¢ wskaznik w jej poparcia wedtug wzoru

n
w= .
1000
Oszacowania p =~ w dokonamy tym wilasnie, drugim sposobem. Liczba n jako
srednia z opinii poszczegdlnych ekspertow wynosi

(5.28)

N
n Z%Z”i =%(70+60+65+80+60+55)=65.
i=1

Czestos¢ w wynosi wige
n 65
w= ==
1000 1000
Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo poparcia partii X w zblizajacych sig
wyborach wynosi, wedtug ekspertow, p = 6,5%.

6,5%.

METODA RANKINGOWA

Metoda rankingowa jest lepsza metoda ekspercka niz metoda przedstawiona po-
wyzej wtedy, gdy zachodzi koniecznos¢ eksperckiego oszacowania prawdopodo-
bienstw wystapienia wigkszej liczby zdarzen. Tak jest na przyklad podczas anali-
zowania ryzyka. Do tego rodzaju analiz typuje si¢ w wyniku identyfikacji zagrozen
zwykle kilkanascie lub wigcej zdarzen, a proporcje migdzy prawdopodobienstwami
ich zaj$cia sa szczeg6lnie wazne (wazniejsze od wartosci bezwzglednych).

Metoda rankingowa jest oparta na uszeregowaniach tych zdarzen, dokony-
wanych przez zespot ekspertow, zwykle w formie ankiet, od najmniej prawdo-
podobnego do najbardziej prawdopodobnego (w okreslonym czasie, np. w ciagu
1 roku), co w sposob pogladowy jest przedstawione na rysunku 5.9. Takie indywi-
dualne uszeregowania ekspertow sa przez kierownika zespolu usredniane w celu
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utworzenia jednego rankingu zdarzen. Ustalanie tacznej, usrednionej pozycji
liczbowej (poz) zdarzenia w rankingu moze si¢ odbywaé na przyktad w formie
tabelarycznej (patrz przyktad 5.17). W celu okreslenia liczbowych wartosci praw-
dopodobienstwa O kazdego ze zdarzen na skali warto$ci miedzy 0 a 1 przepro-
wadza si¢ tak zwang kalibracje (skalowanie) uszeregowania zdarzen na tej skali.
W praktyce analiz ryzyka wielkosci O moga takze przybiera¢ wartosci wigksze
niz 1, sa wowczas traktowane jako czgstosci.

A, A, Ay Ay A - A, A

t\ { ranking

zdarzen

<—— kalibracja
o 0 o 1 O

Rys. 5.9. Koncepcja metody rankingowej

Do kalibrowania stosuje si¢ zwykle wyrazenie [1]
logQ = a(poz)+b, (5.29)

gdzie a i b sa nieznanymi wspotczynnikami kalibrujacymi. Do ich wyznacze-
nia konieczna jest znajomos$¢ wartosci prawdopodobienstw co najmniej dwdch
zdarzen w rankingu. Doktadno$¢ kalibracji jest tym wigksza, im zdarzenia te sg
bardziej oddalone od siebie w rankingu.

W praktyce dazy si¢ do tego, by byly to zdarzenia skrajne w usrednionym
rankingu (w przyktadzie przedstawionym na rysunku 5.9 sa to zdarzenia A, i Ay).
Znajomo$¢ prawdopodobienstw Q, (z dotu rankingu) i Q, takich zdarzen oraz ich
usrednionej pozycji w rankingu pozwala na wyznaczenie wspotczynnikéw a i b
w wyrazeniu (5.29), a to z kolei — na wyznaczenie, przy uzyciu tego samego wy-
razenia, wszystkich prawdopodobienstw uszeregowanych w rankingu.

Prawdopodobienstwo O, moze by¢ oszacowane wzglednie tatwo (gdyz
jego wartos¢ jest zwykle stosunkowo duza) metoda bezposredniego szacowa-
nia. Znacznie trudniejsze jest oszacowanie metoda ekspercka prawdopodobien-
stwa Q,, zwykle bardzo malego. W takim przypadku tatwiejsze moze by¢ osza-
cowanie stosunku & prawdopodobienstw skrajnych w rankingu (¢=0,/0,),
wielko$ci na ogdt wzglednie duzej. Mozna tego dokona¢ takze metoda ekspercka
bezposredniego szacowania. Jesli jest znane &, to

Oy = %-
&

Sposob wyznaczania prawdopodobienstw zdarzen A4, przy uzyciu metody ran-
kingowej przesledzimy na przyktadach (przyjmowane w nich informacje i dane sa
hipotetyczne).

(5.30)
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PRZYKLADY

Przyxrap 5.17

W ramach identyfikacji zagrozen, przeprowadzonej dla operatora wozka wi-
dlowego w hangarze, wytypowano 7 nast¢pujacych zdarzen:
A, — kolizja z przeszkoda,
A, — przewrdcenie si¢ wozka wskutek uszkodzenia hamulcow,
Ay — upadek przy wychodzeniu z wozka,
A, — kontakt dloni z goracymi elementami silnika,
A; — uderzenie w dlon narzgdziem podczas kontroli stanu mechanizmow,
A, — upadek pracownika hangaru podczas przemieszczania si¢ pieszo po terenie
hangaru,
A, — przygniecenie dloni pracownika przez zasuwane drzwi hangaru.

Postanowiono oszacowac prawdopodobienstwa ich zaj$cia w ciagu 1 roku i do-
kona¢ tego przy uzyciu metody rankingowej. W tym celu powotano zespot pigciu
ekspertow. Kazdy z nich w przygotowanych wczesniej ankietach uszeregowat
wymienione zdarzenia od najmniej prawdopodobnego do najbardziej prawdopo-
dobnego. Wyniki tego szeregowania sa przedstawione w tabeli 5.19. Okazato si¢
po usrednieniu rankingu, ze skrajnymi w nim zdarzeniami sa 4, i 4, (tab. 5.20).
Na uzytek metody rankingowej ci sami eksperci oszacowali nastgpnie, stosujac
metode bezposredniego szacowania, prawdopodobienstwa zajscia w ciagu 1 roku
zdarzen skrajnych w rankingu. Wynosza one: 0, =0, =0,002710,= 0, =0,12.

Na podstawie tych informacji nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa zajs¢
zdarzen (w ciagu 1 roku) wskazanych w ramach identyfikacji zagrozen.

Tabela 5.19. Uszeregowanie zdarzen w rankingu przez ekspertow

Pozycja zdarzenia w rankingu
Ekspert

A, A, A A, As Ag A;
Ekspert 1 3 1 4 7 5 2 6
Ekspert 2 1 2 3 5 7 1 6
Ekspert 3 3 2 4 6 5 1 7
Ekspert 4 3 1 5 7 6 2 4
Ekspert 5 2 1 4 7 5 3 6

Rozwiqzanie

W celu utworzenia jednego rankingu zdarzen indywidualne uszeregowania
eksperckie nalezy usredni¢. Ustalanie tacznej, usrednionej pozycji liczbowej
(poz) kazdego ze zdarzen jest przedstawione w tabeli 5.20.
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Tabela 5.20. Ustalanie $redniej pozycji zdarzen w rankingu

Pozycja zdarzenia w rankingu
Ekspert

A, A, A; A, As A A;
Ekspert 1 3 1 4 7 5 2 6
Ekspert 2 1 2 3 5 7 1 6
Ekspert 3 3 2 4 6 5 1 7
Ekspert 4 3 1 5 7 6 2 4
Ekspert 5 2 1 4 7 5 3 6
Suma numeréw pozycji 12 7 20 32 28 9 29
Srednia pozycja poz (suma/5) 2,4 1,4 4,0 6,4 5,6 1,8 5,8

Liczby zawarte w ostatnim wierszu tabeli wskazuja na usredniona pozycje
liczbowa poz, zdarzenia A, w rankingu. Te informacje sq wystarczajace do wy-
znaczenia wspotczynnikéw a i b, wystepujacych w relacji (5.29). W tym celu
podstawiamy do niej odpowiednie dane dotyczace zdarzen 4, i 4,, zdarzen o zna-
nych prawdopodobienstwach. W rezultacie otrzymujemy uktad dwoch réwnan

z dwoma niewiadomymi a i b:
log0,0027 =a-1,4+b,
log0,12=a-6,4+5.
Jego rozwiazaniem sa warto$ci wspotczynnikow: a = 0,3296, b =— 3,0300.
Wyrazenie kalibrujace (5.29), umozliwiajace wyznaczenie prawdopodo-
bienstw O, wszystkich zidentyfikowanych zdarzen, tzn. zdarzen 4,—-4,, ma wigc
postaé

log O, =0,3296- poz, —3,0300,

gdzie k=1,2, ..., 7. Po podstawieniu do tego wyrazenia wartosci poz, kazdego ze
zdarzen A,, umieszczone w ostatnim wierszu tabeli 5.20, otrzymujemy wartosci
prawdopodobienstw Q,. Wynosza one:

0, = 0,0057, 0, = 0,0027, O, = 0,0193, 0, = 0,1200, Qs = 0,0653, O, = 0,0036,
0,=0,0762.

PrzykraD 5.18

W jednym z powiatow postanowiono przeprowadzi¢ analiz¢ ryzyka terenowego.
W tym celu zespot pigciu odpowiednich ekspertéw zidentyfikowat 11 zdarzen
o najwigkszym ryzyku utraty zdrowia lub zycia przez ludnos¢ zamieszkujaca po-
wiat. Sa to zdarzenia:
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A, — wyciek ptynnego chloru z cystern przewozonych torami kolejowymi prze-
biegajacymi przez powiat,

A, — wybuch pozaru propanu-butanu w magazynie zaktadu produkcji che-
micznej,

A, — wyciek gazu palnego z rurociagu i utworzenie chmury gazowej,

A, — wybuch pozaru zbiornikéw ropy naftowej w zaktadzie produkcji che-
micznej,

A — atak terrorystyczny na magazyn jednostki wojskowej,

A, — awaria przesylowej linii energetycznej zasilajacej znaczng czg$¢ terenu po-
wiatu,

A, — przerwanie tamy na rzece przeplywajacej przez powiat,

Ag — wystapienie suszy na duzym obszarze powiatu,

A, — naptyw spoza powiatu chmury toksycznego gazu,

A,,— wybuch epidemii grypy,

A,, — pojawienie si¢ huraganu na terenie powiatu.

Do przeprowadzenia analizy ryzyka zwiazanego z tymi zdarzeniami koniecz-
ne jest oszacowanie prawdopodobienstw zajscia kazdego z nich w ciagu 1 roku.
Przyjmujac, ze bedzie to dokonane przy uzyciu metody rankingowej, kazdy z eks-
pertow ustalit ranking wskazanych 11 zdarzen od najmniej do najbardziej prawdo-
podobnego. Wyniki tego szeregowania sa przedstawione w tabeli 5.21.

Tabela 5.21. Uszeregowanie zdarzen w rankingu przez ekspertow

Pozycja zdarzenia w rankingu
Ekspert

A4, A, A4 A, As Ag A, A Ay Ao Ay
Ekspert 1 5 7 3 4 2 6 1 10 8 9 11
Ekspert 2 6 5 2 4 1 8 3 11 10 7 9
Ekspert 3 5 7 2 4 1 8 3 9 10 6 11
Ekspert 4 7 5 4 1 3 9 2 8 10 6 10
Ekspert 5 5 6 3 4 1 7 2 11 9 8 10

Poniewaz po u$rednieniu opinii ekspertow okazalo sig, ze skrajnymi zda-
rzeniami w rankingu sa zdarzenia A5 1 4g, eksperci dokonali dodatkowo osza-
cowania prawdopodobiefistwa O, = P{4g} zajscia w ciagu 1 roku zdarzenia
najbardziej prawdopodobnego oraz stosunku n prawdopodobienstw skrajnych
w rankingu, czyli wspotczynnika ¢=0,/Q,. W rezultacie zastosowania do
tego metody bezposredniego szacowania uzyskano wyniki: O, = P{4g} = 0,15
oraz & =1000.

Korzystajac z podanych informacji, nalezy oszacowaé prawdopodobienstwa
zaj$¢ wszystkich zdarzen (w ciagu 1 roku) wskazanych w ramach identyfikacji
zagrozen.
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Rozwiqzanie

Podobnie jak w przyktadzie 5.19, usredniamy pozycje liczbowe kazdego ze
zidentyfikowanych zdarzen w powiecie. Wyniki sa podane w ostatnich dwoch
wierszach tabeli 5.22.

Tabela 5.22. Ustalanie §redniej pozycji zdarzen w rankingu

Pozycja zdarzenia w rankingu
Ekspert

A | Ay | Ay | Ay | As | As | A7 | Ag | Ay | Ay | A
Ekspert 1 5 7 3 4 2 6 1 10 | 8 9 | 11
Ekspert 2 6 5 2 4 1 8 3 11 10| 7
Ekspert 3 5 7 2 4 1 8 3 10 | 11 | 6
Ekspert 4 7 5 4 1 3 9 2 8§ |11 | 6 | 10
Ekspert 5 5 6 3 4 1 7 2 1119 8 | 10
Suma numerdéw pozycji 28 | 30 | 14 | 17 | 8 | 38 | 11 | 50 | 49 | 36 | 49
Srednia pozycja poz (suma/5) 5,6 16028341676 |2210,0]9,8 | 7,2]9,8

Wspotczynniki a i b, wystepujace w relacji (5.29), wyznaczymy w rezul-
tacie podstawienia do niej danych o prawdopodobienstwach zajscia zdarzen
As 1 Ag. W tredci przykladu jest podana informacja o prawdopodobienstwie
0Og = P{Ag} = 0,15, a prawdopodobiefistwo Qs = P{As}obliczamy przy uzyciu
wyrazenia (5.30).

O 015
& 1000
Relacja (5.29) zastosowana do zdarzen 45 i Ag przybiera posta¢ uktadu dwoch
rownan z dwoma niewiadomymi a i b:

logl,5-10* =a-1,6 +b,

log0,15=a-10+5.

Jego rozwiazaniem sa warto$ci wspotczynnikow: a = 0,3571, b =—4,3953.
Wyrazenie kalibrujace (5.29), po wstawieniu do niego wartos$ci wspotczynni-
kéw a i b, przyjmuje postac

log O, =0,3571- poz, —4,3953.

0, = 1,5-107

Wyznaczone przy jego uzyciu wartosci prawdopodobienstw Q, zdarzen A4,—4,
Wynosza:

0,=4,02-103,0,=5,61-103 0,=0,40-10"°, 0, =0,66-1073, Q5= 0,15-107,
0,=20,82-107°,0,=0,25-107, Q¢ =150-107, Oy =127,15-107, Q,,=14,99- 107,
0,,=127,15-107.
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Wyniki te sg zilustrowane na rysunku 5.10.

O A [107]
150:
100:
50
1 1 . 1 - I

A, A, Ay Ay As A A, Az Ay Ay Ay 4

Rys. 5.10. Prawdopodobienstwa zajscia w ciagu 1 roku wybranych zdarzen w rozwazanym powiecie
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Rozdzial 6
INFORMACJA O PROCESACH STOCHASTYCZYCH

Czescia dziatu matematyki pod ogdlna nazwa probabilistyka jest teoria proce-
sow stochastycznych. Zajmuje si¢ ona zmiennymi losowymi, ktore sa funkcjami
nielosowego parametru, np. czasu. Na rysunku 6.1 pokazana jest w sposob po-
gladowy jedna realizacja procesu stochastycznego x(7) ciagtego, czyli takiego,
w ktorym parametr £ moze si¢ zmienia¢ w sposob ciaglty. W literaturze uzywa sig
zamiennie innych termindéw do okreslenia procesu stochastycznego, takich jak:
proces losowy lub funkcja losowa.

Przyktadami procesu losowego, ktorego pojedyncza realizacja (czyli dotycza-
ca pojedynczego egzemplarza w populacji generalnej) moze przebiegac, jak na
rysunku, sa:

— naprezenia gnace o$ samochodu,

— obciazenie elementoéw tyzki koparki,

— nategzenie hatasu na stanowisku pracy w ciagu dnia,

— stezenie pylu PM 2,5 w powietrzu w miejscu pomiaru,

— stezenie metanu mierzone w okre§lonym miejscu w kopalni,

— naprezenia gnace w okreslonym fragmencie dzwigara lotniczego.

x(1) & .
realizacja procesu losowego

A

: ,\/\/\/\/

L ‘

Rys. 6.1. Realizacja procesu losowego ciagltego (xi, — poziom krytyczny, ktérego przekroczenie
w czasie £, jest niedopuszczalne)
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Przebiegi realizacji tego samego procesu losowego w populacji generalnej

obiektow roznia si¢ miedzy soba, co pokazano na rysunku 6.2. Nielosowym pa-
rametrem na tym rysunku jest okreslona wspotrzedna przestrzeni ¢ = /. Realizacje
przedstawione na tym rysunku moga odzwierciedla¢ na przyktad wysokos¢ chro-
powatosci powierzchni elementu, mierzona wzdtuz jego dtugosci /, moze to by¢
takze $rednica liny stalowej mierzona na okres§lonej dtugosci itd.

x()1

/
Rys. 6.2. Proces losowy jako zbior realizacji przebiegdw x(/) (/ — odlegtos¢)

Proces stochastyczny mozna traktowac jako zbior mozliwych realizacji, co

jest przestawione na rysunku 6.2, albo jako zbior rozktadow prawdopodobien-
stwa zmiennych losowych x(¢,), x(%,), ..., x(t,), okreslanych dla dowolnego zbioru
warto$ci parametru ¢ (rys. 6.3).

x(0)3 x(1)4 x(1,)4

1 tZ o .. t

Rys. 6.3. Proces losowy jako zbior rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych x(#)),

x(%), ..., x(t,)

W praktyce, zwlaszcza inzynierskiej, czesto ograniczamy si¢ do charakteryzo-

wania procesu stochastycznego za pomoca kilku parametrow, wzglednie tatwych
do wyznaczenia. Sa to:

warto$¢ oczekiwana procesu Ex(¢) = m(¢), ,
wariancja procesu Vx(¢)= E[x(t) — m(t)] albo odchylenie standardowe

o, (1) =\[Vx(0),

funkcja korelacyjna K (¢,t+7) = E{[x(t) — m(¢)][x(t + 7) — m(t + 7)]}.
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Wartos$¢ oczekiwana m(f) mozna traktowac jako pewna srednia funkcje, wokot
ktorej grupuja si¢ wszystkie mozliwe wartosci procesu (rys. 6.4).

x(2)4

..........

t
Rys. 6.4. Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe procesu stochastycznego x(z)

Wariancja Vx(7) (lub odchylenie standardowe o (¢)) charakteryzuje rozmiar
rozproszenia losowego wartosci procesu w stosunku do wartosci oczekiwanej.

Funkcja korelacyjna K(¢,t+7) okreSla zalezno$¢ realizacji x(¢ +7) procesu,
okreslanej dla parametru ¢+ 7, od realizacji x(¢) procesu okreslanej dla parame-
tru ¢. Im jest wigksza wartos¢ funkcji korelacyjnej, tym zaleznos¢ ta jest silniejsza
1 przebieg realizacji procesu x(¢) tagodniejszy (wolniej zmienny). Pokazano to
w sposob pogladowy na rysunku 6.5.

Jak nietrudno zauwazyc,

K(t,t)=Vx(2).

W praktyce czesto wystepuja procesy stochastyczne, ktorych cechy nie zmie-
niaja si¢ przy przesunigciu osi parametru ¢ (np. osi czasu). Nazywane sa one pro-
cesami stacjonarnymi. Rozroznia si¢ dwa rodzaje stacjonarnosci: w wezszym sen-
sie 1 W szerszym sensie.

Proces losowy jest stacjonarny w wezszym sensie, jesli jego rozktad prawdo-
podobienstwa, okre§lony na przyktad przez gestos¢ prawdopodobienstwa f[x(?)],
nie zalezy od wartos$ci parametru ¢. Mozna to zapisa¢ w postaci

fIx(H)]= f(x) = const.

Wynika stad, ze rowniez warto$¢ oczekiwana i wariancja procesu sg state i nieza-
lezne od parametru ¢, czyli

Ex(¢) =const, Vx(t)=const.

Mozna przypuszczaé, ze taka cechg stacjonarnosci majq procesy przedstawione
na rysunkach 6.5.

Proces losowy jest stacjonarny w szerszym sensie, jesli dodatkowo, tzn. oprocz
cechy f[x(#)]= f(x), jego funkcja korelacyjna K (¢, ¢+ 7) rowniez nie jest zalez-
na od parametru ¢, a zalezy jedynie od roznicy r migdzy warto§ciami parametru.
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Z przebiegow realizacji procesow zilustrowanych na rysunku 6.5 mozna sadzic,
ze procesy te sa stacjonarne nie tylko w wezszym, lecz takze w szerszym sensie.

a)

x4

K(t, t + ) — mata warto$§¢

K(t, t + t) — duza wartos$¢

Rys. 6.5. Przyktad dwoch procesoéw stochastycznych (stacjonarnych w szerszym sensie): o matej (a)
i o duzej (b) wartosci funkcji korelacyjne;j

PrzykrAD 6.1

Réznice $rednic skutecznych D rowkow kot ciernych w pewnej klasie dzwi-
gow osobowych maja duzy wplyw na obciazenia pasm lin, ktore wspotpracuja
z kotami ciernymi podczas ruchu kabiny osobowej (rys. 6.6). W analizowanym
dzwigu nominalne $rednice rowkdéw kot ciernych i1 lin wynosza odpowiednio:
D, =520 mm, d,= 13 mm.

Odchylenie A(#) $rednicy skutecznej od nominalnej jej wartosci D,, spowodo-
wane losowa zmiennoS$cia $rednicy d(?) liny wzdhuz dhugosci liny ¢, jest procesem
stochastycznym z parametrem ¢. Na podstawie przeprowadzonych pomiaréw $red-
nic lin stwierdzono, Ze jest to proces stacjonarny, a funkcja korelacyjna tego procesu
moze by¢ przedstawiona w postaci

K(t,t+7)=Be "1+ a|r]), 6.1)
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przy czym: 7 [m] — odleglos¢ miedzy miejscami pomiaru $rednicy liny, B=VA(¢) =
=(0,4 mm)?, @ =1,5 1/m — wspolczynnik. Nalezy narysowac i skomentowaé wy-
kres funkcji korelacyjne;j.

Rys. 6.6. Wspotpraca liny stalowej z row-
kiem kota ciernego

Rozwigzanie

Przyblizony przebieg wykresu funkcji korelacyjnej (6.1) mozna sporzadzic¢
w rezultacie jej obliczenia dla kilku wybranych wartosci parametru 7. Wyniki
obliczen sa zawarte w tabeli 6.1, a wykonany na ich podstawie wykres jest przed-
stawiony na rysunku 6.7.

Tabela 6.1. Wyniki obliczen funkcji korelacyjnej

Parametr 7 [m] 0 0,2 0,5 1,0 2,0 3,0
Funkcja K(¢,¢+7) [mm?’] 0,16 0,15 0,13 0,09 0,03 0,01
2
K4 [mm7]
B=0,16 -t _
0,1 \
0,10 \\
0,05 \\
02 05 1,0 2,0 3,0 7 [m]

Rys. 6.7. Zalezno$¢ funkcji korelacyjnej od odleglosci miejsc pomiaru $rednicy liny

Z przebiegu wykresu wynika, ze losowy proces zmian A(¢) $rednicy skutecznej
zachodzi powoli. Tak na przyklad realizacja $rednicy skutecznej w okre§lonym
miejscu liny wzglednie silnie zalezy od realizacji tej Srednicy we wczesniejszym
jej przekroju odlegtym o 7 =1 metr. Swiadczy o tym duza warto$é funkcji korela-
cyjnej w stosunku do wariancji procesu, czyli tak zwany wspotczynnik korelacji

K@) _0.09 4 5.

VA(t) 0,16

Badany proces zmian $rednicy skutecznej jest wigc procesem wolnozmiennym.

210



* * *

W zaleznosci od charakteru warto$ci przyjmowanych przez proces stocha-
styczny x(f) 1 przez nielosowy parametr ¢ wyroznia sig kilka rodzajow procesow
stochastycznych, okreslonych w tabeli 6.2.

Tabela 6.2. Rodzaje procesdéw stochastycznych

Warto$ci parametru ¢
ciagly dyskretny
Wartosci procesu x
ciagle cc dc
dyskretne cd dd

Procesy, ktorych realizacje sa pokazane na rysunkach 6.1-6.5, naleza do grupy cc.
Tego typu procesami odwzorowuje si¢ wiele zjawisk analizowanych w inzynierii.

Jesli wartos$ci takich procesow sa okreslane w chwilach dyskretnych, to naleza
one do grupy dc. Przyktadem takiego procesu moze by¢ st¢zenie pylu PM 2,5
w powietrzu, rejestrowane jednak w dyskretnych chwilach, np. co godzing.

Do grupy proceséw typu cd zalicza si¢ te, w ktérych parametr ¢ zmienia si¢
W sposob ciagly, ale wartosci x sa dyskretne. Jako przyktad takiego procesu moz-
na podac liczb¢ zmian naprezen w jednostce czasu lotu w przekroju dzwigara
statku powietrznego.

Przyktadem procesu typu dd, czyli takiego, w ktorym zar6wno parametr ¢, jak
1 wartosci x przybieraja wartosci dyskretne, moze by¢ liczba przekroczen przez
wspomniane naprezenia pewnego poziomu, okreslana w kolejnych takich samych
lotach statku.

Procesy stochastyczne sa klasyfikowane takze ze wzgledu na inne kryteria niz
ciaglos¢ lub nieciaglos¢ wielkosci ¢ oraz x albo wspomniana wczes$niej stacjonar-
nos$¢ lub niestacjonarnosé. Na przyktad, jesli dla dowolnej wartosci parametru ¢
rozktad zmiennej losowej x(¢) jest normalny, to proces stochastyczny o takiej ce-
sze jest nazywany procesem normalnym (lub gaussowskim).

Wazna grupa proceséw stochastycznych sa procesy Markowa. Sa to takie pro-
cesy, ktorych przebieg dla warto$ci parametru ¢ > ¢, zalezy tylko od wartoSci pro-
cesu x(¢,) 1 nie zalezy od jego przebiegu w przedziale warto$ci parametru ¢ < ¢,.
Jesli tym parametrem jest czas, to proces Markowa mozna tez okresli¢ jako taki,
w ktérym przysztos$¢ nie zalezy od przesztosci, jesli znana jest terazniejszosc.
Szczegdlnym przypadkiem tych procesdow sa procesy z parametrem ¢ zmieniaja-
cym si¢ skokowo. Sa one nazywane tancuchami Markowa.
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ZAYLACZNIKI

Zalacznik 1

WARTOSCI DYSTRYBUANTY STANDARYZOWANEGO ROZKEADU
NORMALNEGO

y
o)== [e 2du

Tabela Z.1. Warto$ci dystrybuanty standaryzowanego rozktadu normalnego

y D(y) y D(y) y D(y) y D(y)

0,00 0,50000 1,00 0,84135 2,00 0,97725 3,00 0,99865

0,05 0,51994 1,05 0,85314 2,05 0,97982 3,05 0,99886

0,10 0,53983 1,10 0,86433 2,10 0,98214 3,10 0,99903

0,15 0,55962 1,15 0,87493 2,15 0,98422 3,15 0,99918

0,20 0,57926 1,20 0,88493 2,20 0,98610 3,20 0,99931

0,25 0,58971 1,25 0,89435 2,25 0,98778 3,25 0,99942

0,30 0,61791 1,30 0,90320 2,30 0,98928 3,30 0,99952

0,35 0,63683 1,35 0,91149 2,35 0,99061 3,35 0,99960

0,40 0,65542 1,40 0,91924 2,40 0,99180 3,40 0,99966

0,45 0,67365 1,45 0,92647 2,45 0,99286 3.45 0,99972

0,50 0,69146 1,50 0,93319 2,50 0,99379 3,50 0,99977

0,55 0,70884 1,55 0,93943 2,55 0,99461 3,55 0,99981

0,60 0,72575 1,60 0,94520 2,60 0,99534 3,60 0,99984

0,65 0,74215 1,65 0,95053 2,65 0,99598 3,65 0,99987

0,70 0,75804 1,70 0,95543 2,70 0,99653 3,70 0,99989

0,75 0,77337 1,75 0,95994 2,75 0,99702 3,75 0,99991

0,80 0,78815 1,80 0,96407 2,80 0,99745 3,80 0,99993

0,85 0,80234 1,85 0,96784 2,85 0,99781 3,85 0,99994

0,90 0,81594 1,90 0,97128 2,90 0,99813 3,90 0,99993

0,95 0,82894 1,95 0,97441 2,95 0,99841 3,95 0,99996
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Zalacznik 2

WARTOSCI KWANTYLA ROZKEADU ¢ STUDENTA

W tabeli podane sa wartosci kwantyla ¢, , (wynikajacego zrelacji P{t <?; ,} = a)

Tabela Z.2. Warto$ci kwantyla rozktadu ¢ Studenta

k 10950 t0975 140,99 10,995 k 140950 t0.975 140,99 10995
1 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 18 1,734 2,101 2,552 2,878
2 2,920 4,303 6,965 9,925 19 1,729 2,093 2,539 2,861
3 2,353 3,182 4,541 5,841 20 1,725 2,086 2,528 2,845
4 2,132 2,776 3,747 4,604 21 1,721 2,080 2,518 2,831
5 2,015 2,571 3,365 4,032 22 1,717 2,074 2,508 2,819
6 1,943 2,447 3,143 3,707 23 1,714 2,069 2,500 2,807
7 1,895 2,365 2,998 3,499 24 1,711 2,064 2,492 2,797
8 1,860 2,306 2,896 3,355 25 1,708 2,060 2,485 2,787
9 1,833 2,262 2,821 3,250 26 1,706 2,056 2,479 2,779
10 1,812 2,228 2,764 3,169 27 1,703 2,052 2,473 2,771
11 1,796 2,201 2,718 3,106 28 1,701 2,048 2,467 2,763
12 1,782 2,179 2,681 3,055 29 1,699 2,045 2,462 2,756
13 1,771 2,160 2,650 3,012 30 1,697 2,042 2,457 2,750
14 1,761 2,145 2,624 2,977 40 1,684 2,021 2,423 2,704
15 1,753 2,132 2,602 2,947 60 1,671 2,000 2,390 2,660
16 1,746 2,120 2,583 2,921 120 1,658 1,980 2,358 2,617
17 1,740 2,110 2,567 2,898 ) 1,645 1,960 2,326 2,576
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Zalacznik 3
WARTOSCI KWANTYLA ROZKEADU F SNEDECORA

W tabeli podane sa warto$ci f,, , kwantyla rzedu a=0,95 rozktadu
F Snedecora o £, i k, stopniach swobody.

Tabela Z.3. Wartos$ci kwantyla rozktadu F Snedecora

ks i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1| 161,5 | 1995 | 2157 | 224.6 | 2302 | 234,0 | 237,0 | 2389 | 240,5 | 2419
2 | 1851 | 19,00 | 19,16 | 1925 | 19,30 | 19,33 | 1935 | 19,37 | 19,39 | 19,40
301013 955| 928 | 912| 901 | 894 | 889 | 885| 88| 879
4| 771 694 659 639 626| 616| 609 604 600| 596
5 661 579| 541 519 505| 495 | 488 | 482| 477 | 474
6 | 599 | s514| 476 | 453 | 439 | 428 | 421 415| 410 | 406
7| 559 | 474 | 435 412 397| 387 | 379 373 | 368 364
8 | 532| 446 | 407 384 369| 358 | 350 | 344| 339 | 335
9 | s512| 426 386 | 363 348| 337 | 329 323| 3,18 | 3,14
10 | 497 410] 3,71 348 | 333 | 322| 3,14 307 302| 298
12 | 475 389 | 349 | 326 | 311| 3,00| 291 | 285| 280 | 275
14 | 460 | 374 334 3,11 296| 285 | 276 | 270 | 2.65| 2,60
16 | 449 | 363 | 324 | 301 | 285| 274| 266 | 259 | 254| 249
18 | 441 | 356 | 3,16 | 293 | 277| 266 | 258 | 251 246| 241
20 | 435| 349 | 310 287| 271 260 | 251 | 245| 239 | 235
22 | 430 | 344 305 282 | 266 | 255| 246 240 | 234 230
24 | 426 | 340 | 301 278| 262 251 242 236| 230 226
26 | 423 | 337 298| 274 | 259 247 239 232| 227 222
28 | 420 334 295| 271 256 | 245 | 236 | 220| 224 2,19
30 | 417 ] 332 292 269 253 | 242 233 227 221 217
40 | 409 | 323 | 284 261 | 245| 234 225 218| 2,12 208
60 | 400 | 3,15| 276| 253 237 225| 217| 200 | 204 199
120 | 392 | 3,07 | 268 245| 220 218 | 209 | 202| 19 | 191
o | 384 3,00 261 | 237| 221 200| 201 | 194 1.8 | 183
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Tabela Z.3. Wartos$ci kwantyla rozktadu F Snedecora (cd.)

ky

. 12 15 20 24 30 40 60 | 120 | 500 | oo
1| 2439 | 246,0 | 248,0 | 249,1 | 250,1 | 251,1 | 2522 | 2533 | 254,0 | 2543
2 | 1941 | 1943 | 1945 | 1945 | 1946 | 1947 | 19,48 | 1949 | 19,50 | 19,50
3| 875 | 870 | 866 | 8,64 | 862 | 860 | 857 | 855 | 854 | 853
4 | 591 58 | 58 | 577 | 575 | 572 | 569 | 566 | 564 | 563
5 | 468 | 462 | 456 | 453 | 450 | 446 | 443 | 440 | 437 | 437
6 | 400 | 3,94 | 387 | 384 | 381 | 377 374 | 371 | 368 | 3,67
7 | 358 | 351 | 345 | 341 | 338 | 334 | 330 | 327 | 324 | 323
8 | 328 | 322 315| 3,12 | 308 | 3,04 | 301 | 297 | 294 | 293
9 | 307 | 3,001 | 294 | 290 | 286 | 283 | 279 | 275 | 272 | 271
10 | 291 | 285 | 277 274 | 270 | 266 | 262 | 258 | 2,55 | 2,54
12 | 2,69 | 2,62 | 2,54 | 2,51 | 247 | 243 | 238 | 234 | 231 | 230
14 | 253 | 246 | 239 | 235 | 231 | 227 | 222 | 218 214 | 213
16 | 243 | 235 | 228 224 | 219 | 215 | 211 | 206 | 202 | 201
18 | 234 | 227 | 2,19 | 2,15 | 211 | 206 | 202 | 197 | 193 | 192
20 | 228 | 220 | 2,12 | 2,08 | 2,04 | 1,9 | 195 190 | 185 | 184
22 | 223 | 215 | 207 | 2,03 | 198 | 194 | 1,89 | 1,84 | 180 | 1,78
24 | 218 | 2,11 | 2,03 | 198 | 194 | 1,89 | 184 | 1,79 174 | 173
26 | 215 | 207 | 1,99 | 1,95 | 190 | 1,85 | 1,80 | 175| 1,70 | 1,69
28 | 212 | 204 | 196 | 192 | 1,87 | 1,82 | 177 | 171 | 167 | 165
30 | 2,09 | 2002 | 193 | 1,89 | 1,84 | 1,79 | 174 | 168 | 164 | 162
40 | 200 | 1,93 | 1.8 | 1,79 | 1,74 | 169 | 1,64 | 158 | 153 | 151
60 | 1,92 | 184 | 175 | 1,70 | 165 | 1,59 | 153 | 147 | 141 | 139
120 | 1,83 | 1,75 | 166 | 1,61 | 155 | 150 | 143 | 135 127 | 125
w | 175 | 167 | 1,57 | 152 146 | 139 | 132 122 | LIl | 1,00
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